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了 中 


17 世纪 后 期 ， 出 现 了 一 个 革新 的 数学 分 支 一 一 数学 分 析 ， 它 
在 数学 领域 中 占据 着 主导 地 位 .这 种 新 数学 思想 的 特点 是 ， 非 常 成 
功 地 运用 了 无 限 过 程 的 运算 即 极限 运算 . 而 其 中 的 微分 和 积分 这 两 
个 过 程 , 则 构成 系统 微分 学 和 积分 学 ( 通常 简称 为 微 积 分 ) 的 核心 , 
并 奠定 了 全 部 分 析 学 的 基础 . 
当时 的 知识 界 人 士 立即 觉察 到 了 这 些 新 发 现 和 新 方法 的 重要 
性 ， 并 深 感 震惊 ， 然 而 在 开始 时 ， 要 掌握 这 一 强 有 力 的 技术 ， 是 非 
常 艰难 的 任务 . 因为 那 时 可 锡 到 的 出 版 物 又 少 又 不 完整 ， 还 往往 立 
述 得 不 清楚 . 所 以 , 新 领域 的 先驱 们 很 快 就 认识 到 必须 编写 教科 书 ， 
以 恒 使 更 多 的 读者 能 易于 接受 这 门 学 问 , 而 不 像 早期 只 是 少数 知识 
界 名 流 熟 悉 它 . 这 件 事 对 于 数学 帮 至 一 般 科学 来 说 ， 栈 实 是 大 有 好 
处 的 近 找 最 大 的 数学 家 之 一 一 一 L ， 欧 拉 (Euler), 在 他 的 一 些 
时 引 性 的 著作 中 ， 就 曾 建立 起 牢固 的 传统 体例 后 来 虽然 在 内 容 的 
清晰 和 简化 方 而 作 了 许多 改进 ， 但 是 18 世纪 的 那些 著作 至 今 仍然 
具有 启发 性 . 

自 欧 拉 以 后 , 继 起 的 著作 家 科 总 是 把 微分 学 与 积分 学 分 开 来 论 
述 , 从 而 就 掩盖 了 一 个 关键 性 问题 , 即 微分 和 积分 之 同 的 互 逆 关 系 . 
只 是 到 了 1927 年 ， R. 柯 朗 的 “Vorlesungen iiber Differential und 
Integalrechnung” 一 书 德 文 第 一 版 (Springer 出 版 社 ) 发 行 以 后 ， 这 
种 隔离 才 清 除了 ， 微 积分 才 成 为 一 门 统 一 的 学 问 . 

现在 这 本 书 的 由 来 , 要 从 土 述 德 文 著作 及 其 相继 的 版 本 谈 起 
由 于 篇 姆 斯 (James) 和 Y. 麦克 小 恩 (Mcshane) 的 合作 ， 对 原著 作 


i. 


本 重大 增订 后 的 英文 版 “Calcuhus” 一 书 ， 自 1934 年 起 由 格拉 斯 可 
的 Blackie and Sons 出 版 社 编 办 出 版 了 ， 六 经 Interscience-Wiley 贞 
版 社 大 量 翻 印 在 美国 发 行 

这 些 年 来 ， 由 于 美国 的 大 学 和 学 院 教学 上 日 益 明 显 的 需要 ， 期 
望 对 此 著作 进行 改写 . 但 是 ， 央 为 原 书 至 今 仍 在 使 用 和 保持 着 生命 
力 、 所 以 修补 原来 的 译本 看 来 并 不 是 一 个 好 方案 

更 为 可 取 的 和 做 法 是 不 去 试图 改编 已 有 的 原著 ,而 是 用 一 杰 全 新 
的 书 来 补充 它 ， 这 本 新 书 应 在 许多 方面 都 同 欧洲 的 原著 有 关联 ， 但 
要 更 加 明确 地 针对 美国 目前 的 和 将 来 的 大 学 生 的 需要 ， 当 F. 约翰 
答应 同 及 柯 朗 一 起 来 写 这 本 新 书 有 时 ， 这 一 计划 才 成 为 现实 。 (在 
编辑 前 书 的 英文 版 时 ， F. 约 输 普 给 予 过 很 大 的 帮助 , ) 

本 书 在 形式 和 内 容 方 面 虽 与 原 书 显 著 不 同 ,但 都 产生 于 同一 的 
意愿 ， 即 直接 把 学 生 引 向 这 门 学 科 的 核心 、 并 为 他 们 去 积极 运用 所 
学 到 的 知识 做 好 准备 ， 本 书 避 免 教 条 式 的 文风 ， 因 为 那样 的 文风 不 
利于 揭示 微 积分 在 直观 现实 中 使 之 发 生 的 动力 和 根源 ， 同 时， 并 明 
数学 分 析 与 其 各 种 应 用 之 间 的 相互 作用 , 并 强调 感性 认识 的 意义 ， 
仍然 是 我 们 这 本 新 书 的 重要 目的 当然 ,我 们 也 希望 能 稍微 加 强 一 
些 严 格 性 ， 这 并 不 妨 恰 前 一 目的 . 

数学 ， 上 为 一 种 自封 的 、 一 环 接 一 环 的 真理 系统 ， 而 不 涉及 其 
起 因 和 目的 ， 也 是 有 着 它 的 诱 感 力 的 ， 并 且 还 能 满足 某 种 哲学 上 的 
需要 .人 包 是 ， 这 种 在 学 科 可 上身 中 作 内 省 的 态度 和 方法 ， 对 于 那些 想 
要 获得 独立 的 智能 而 不 要 训 条 式 的 教导 的 学 生 们 是 不 适宜 的 ; 不 大 
及 应 用 和 直观 ， 将 导致 数学 的 孤立 和 和 衰退， 因此， 使 学 生 和 教师 们 
不 受 这 种 自我 欣赏 的 纯粹 主义 的 影响 ， 看 来 是 非常 重要 的 . 

本 书 是 为 各 种 程度 的 学 生 , 数学 家 , 科学 家 和 工程 师 而 写 的 . 我 
人 并 不 想 掩饰 困难 ， 以 造成 这 一 门 学 问 不 难 掌握 的 假象 ,而 宁可 从 
整体 上 阐明 其 内 在 联系 和 总 目的 来 试图 帮助 真正 有 兴趣 的 读者 - 出 
于 对 基本 性 质 的 兄长 讨论 会 妨 铀 读者 接触 丰富 的 事实 , 我们 有 时 将 
这 种 讨论 推 置 于 各 章 的 补 往 中 . 


Ei 


在 各 章 的 末尾 附 有 大 量 的 例 感 和 否 题 有些 一 时 不 易 解 答 ， 有 
些 甚至 很 困难 ; 其 中 大 多 数 是 对 正文 材料 的 补充 . 在 附加 部 分 ， 收 
集 了 更 多 的 一 艇 常用 的 问题 和 习 且 ,并 且 给 出 答案 或 解法 提示 站、 

许多 同事 和 朋友 对 本 书 都 曾 给 予 帮 助 。 A.4. 布 兰 克 (Blank) 
不 但 提出 过 许多 尖锐 而 富有 建设 性 的 批评 ， 并 且 在 整理 、 增 加 和 精 
选 问题 和 敌 习 时 也 起 了 重要 作用 . 此 外 ， 他 还 承担 了 编写 附 胃 部 分 
揭 主 要 任务 ， 在 本 书 各 方面 的 准备 工作 中 ， A. 斯 洛 莹 (Solomon) 
曾 给 予 大 量 的 无 私 而 有 效 的 帮助 .还 要 感谢 C, 的 输 (John), A. 拉 
克 斯 (Lax), R- 理 奇特 米 厄 (Richtmyer), 以 及 其 他 朋友 ， 包 括 篇 姆 
斯 和 Y. 麦克 沙 恩 . 

第 一 着 主要 论 及 单 变 量 函 数 , 而 第 二 卷 将 讨论 多 变量 函数 的 微 
积分 的 各 分 支 理论 . 

最 后 有 一 点 请 学 生 读者 注意 ， 要 想 一 页 一 页 地 、 毫 不 费力 地 学 
习 这 样 一 本 书 来 精通 这 一 学 科 ， 可 能 得到 失败 . 只 有 首先 选择 一 些 
捷径 ， 再 反复 地 回来 钻研 同样 一 些 问题 和 难点 ， 才 能 从 更 高 的 观点 
得 到 较 深刻 的 理解 . 

有 些 段 落 ， 读 者 在 第 一 次 学 习 时 可 能 会 通 到 障碍 ， 我 们 均 用 是 
号 标 出 以 示 提 醒 . 还 有 些 比 较 困难 的 问题 ， 也 加 上 星 号 予以 指明 . 
我 们 希望 县 前 这 本 新 的 著作 , 对 于 年 轻 的 一 代 科学 家 将 有 所 助 益 . 
我 们 深 知 本 书 有 许多 不 足 之 处 ， 因 此 ， 诚 蒜 地 欢迎 批评 指正 ， 计 对 
于 本 翅 今 后 的 修订 会 有 好 处 , 


R- 柯 朗 ，F. 约翰 
1965 年 6 月 
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出 版 ， 一 一 译 者 注 
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a 自然数 系 及 其 扩充 。 计 数 和 度量 (2) b. 实数 和 区 间 套 (7) 
5. 十 进 小 数 ” 其 他 进位 制 (9) d. 邻 域 的 定义 (13) 。. 不 等 式 
(4) 


a. 映射 一 一 图 形 (21) b. 单 连续 变量 的 函数 概念 的 定义 . 
负数 的 定义 域 和 值 域 (24) c. 函数 的 图 形 表示 . 单调 耳 数 (27) 
d. 连续 性 (34) e. 中 间 值 定理 ， 反 函数 (和 7) 


a. 有 理 函 数 (51) b. 代数 函数 《52) “, 三 角 函 数 (53) d. 指 
数 函 数 和 对 数 函 数 (55) e. 复合 函数 ， 符 号 积 ， 反 函数 (56) 


a an = 2(66) b. om = Es cam-1 = 让) can = 
8) d. an = YP (69) e. an = (70) f. a* 和 YP 
的 极限 之 几何 解释 (71) g, 几何 级 数 £3) h, an = 3 (74) 
an = ViFT- Vi (75) jon 一 六 ,其 中 > 1(75) 

再 论 极 限 概念 .... {76) 


a. 收 伍 和 发 散 的 定义 (76) b. 极限 的 有 理 运 算 (77) c. 内 在 
的 收敛 判 别 法 ， 单 调 序列 《79) d， 无穷 级 数 及 求 和 符号 (81) 
e. 数 e {84) f, 作为 极限 的 数 r (87) 
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单 连续 变量 的 函数 的 极限 概念 
a. 初等 因数 的 一 些 注 记 {94) 
极限 和 数 的 概念 ……..………… 


a. 有 理 数 【98) b, 有 理 区 则 套 序 列 定义 实数 《99) c. 实数 的 
顺序、 极限 和 算术 运算 《101) d 实数 连续 统 的 完备 性 . 闵 区 间 
的 紧 致 性 、 收 务 判 别 法 则 (104) e. 最 小 上 界 和 最 大 下 界 (107) 
上 大理 数 的 可 数 性 (108) 


关于 连续 函数 的 定理 .… .. (110) 
极 举 标 (112) 
关于 复数 的 注 记 .… . (11 和 

.119 
积分 学 和 微分 学 的 基本 概念 . (13 和 ) 
积分 . (135) 


a. 引言 (135) b， 作 为 看 积 的 积分 (136) c. 积分 的 分 析 定 
义 表示 法 (139) 


积分 的 初等 实例 (H3) 


a. 线性 函数 的 积分 (144) b、z? 的 积分 (146) c，z” 的 积分 
(a 是 不 等 于 一 1 的 路 数 ) (147) d. xs 的 积分 (2 是 不 等 于 一 1 
的 有 理 数 ) {150) e. sinz 和 cosz 的 积分 (151) 


积分 的 基本 法 则 (153) 


a. 可 加 性 (153) b. 函数 之 和 的 积分 ， 函 数 与 常数 乘积 的 积分 
(155) c. 积分 的 全 值 (156) d. 积分 中 值 定理 (158) 


用 积分 定义 对 数 ，… 

a, 对 数 通 数 的 定义 “163) b. 对 数 的 加 法 定理 {165) 
指数 函数 和 第 注 数 .0 (168) 
a. 数 的 e 的 对 数 (168) hb. 对 数 函 数 的 反 函 数 . 指数 函数 (169) 
c. 作为 蜡 的 极限 的 指数 菠 数 (171} d. 正 数 的 性 意 次 寡 的 定义 
愤 (172) 任 一 底 的 指数 (173) 

z 的 竹 意 次 客 的 积分 .(174) 
导数 . (175) 
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名 篇 ”连续 函数 的 定 积分 的 存在 性 
问题 - 
第 三 章 微分 法 和 积分 法 .…… …、 .{227) 


a. 导数 与 馈线 (176】 b， 省 为 速 虚 的 导数 【183) c. 油分 法 举 

到 (184)，d. - 些 基 本 的 微分 法 则 (187) e， 消 数 的 可 微 性 利 

连续 性 (187) 工 高 阶 导 数 及 其 意义 (190) g. 导数 和 差 商 ， 某 

布 尼 兹 表 云 法 1192) h. 微分 中 值 定理 (184) i， 定理 的 证 明 

1196) j. 函数 的 线性 近 侯 ， 微 分 的 定义 (201) 上 ， 头 于 在 自然 

科学 中 的 永 用 的 一 点 评述 (206) 

积分 、 原 函数 和 微 积分 基 杰 定型 (207) 


a. 不 定 积分 的 导数 【207) b. 原 函 教 及 其 与 积分 的 关系 (209) 
c- 用 原 两 沟 计 算 定 积分 (213) d. 例 (214) 


(216) 
(220) 
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.(227) 
最 简单 的 微分 渤 则 及 其 应 用 . (227) 
a 微分 法 则 (227) b. 妥当 的 科 分 法 (230) c. 三 角 西数 
的 微分 法 [232} 

反 画 数 的 导数 (233) 


3 一般 公式 (233] b. n 次 宕 的 到 函数 : n 次 根 (236) c. 反 
三 角 郴 数 一 一 多 莉 性 (237}】d. 相应 的 积分 公式 (241) e. 指 
数 函 数 的 导数 与 积分 (243) 


复合 栈 数 的 微分 法 (244) 
a. 定义 (244) b. 链 式 法 则 [244) c. 广义 微分 中 值 定理 (249) 
指数 函数 的 菜 些 应 用 (250) 


“a- 用 往 分 方程 定义 指数 冰 数 (251) b. 过 续 复 利 ， 放 射 性 晓 变 
{251) c. 物 往 被 司 围 介质 冷却 或 加 热 (253) d, 大 气压 随地 面 
上 的 高 变 的 变化 [254) 。. 化 学 反应 过 程 (255) 【电路 的 接 通 
或 断 开 (255) 


a. 分 析 的 定义 (256) b- 加 法 定理 和 微分 公式 (259) c. 有 反 双 
曲 盘 数 (260) d. 与 三 角子 数 的 其 他 相似 性 (262) 

最 大 值 和 最 小 值 问题 .pp (265) 
a， 同 线 的 下 凸 和 上 同 (265)】 b. 最 大 值 和 最 小 值 一 一 极 值 避 
题 、 下 稳 点 (267) 


戎 数 的 量 阶 ，…….… 和 (278) 
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第 一 章 引 


中 


自古 以 来 ， 关 于 连续 地 变化 、 生 长 和 运动 的 直观 概念 ， 一 直 在 
向 科学 的 见解 挑战 ， 但 是 ， 直 到 17 世纪 ， 当 现代 科学 同 微分 学 和 
积分 学 (简称 为 微 积分 ) 以 及 数学 分 析 密 切 相关 地 产生 并 迅速 发 展 
起 来 的 时 候 ， 才 开辟 了 理解 连续 变化 的 道路 . 

微 积分 的 基本 概念 是 导数 和 积分 : 导数 是 对 于 变化 速率 的 一 种 
度量 ， 积 分 是 对 于 连续 变化 过 程 总 效果 的 度量 ， 正 确 理解 这 些 概念 
以 及 由 此 产生 的 大 量 丰富 成 果 ， 有 赖 于 对 极限 概念 和 函数 概念 的 认 
识 ， 而 极限 和 函数 的 概念 又 基于 对 数 的 连续 统 的 了 解 . 只 有 越 来 越 
深刻 地 洞察 微 积分 的 实质 , 我 们 才能 逐渐 地 赏识 其 威力 和 价值 . 在 
引言 这 一 章 里 ， 我 们 将 一 明 数 、 画 数 和 极限 的 概念 首先 作 一 简单 
而 直观 的 介绍 ， 然 后 再 仔细 论证 . 


11 实数 连续 统 


正 整 数 或 自然 数 1,2,3,……… 这 些 抽 象 的 符号 ， 是 用 来 表示 在 
离散 元 素 的 总 体 或 集合 中 具有 “和 多少 个 ”对 象 的 . 

这 些 将 号 完全 不 涉及 所 计数 的 对 象 的 具体 性 质 ， 不 管 它们 是 
人 ， 是 原子 ， 是 房子 ， 还 是 别 的 什么 . 

自然 数 是 计算 一 个 总 体 或 “集合 ”中 元 素 的 一 种 合适 工具 . 但 
是 , 为 了 达到 一 个 同等 重要 的 目的 , 如 度量 曲线 的 长 度 , 物体 的 体积 
或 重量 等 放样 一 些 量 ， 自 然 数 便 不 够 用 了 . 我 们 不 能 直接 用 自然 数 
来 回答 “是 多 少 ? ”这 一 类 的 问题 . 由 于 极其 需要 用 我 们 称 之 为 数 
的 事物 来 表示 各 种 量 的 度量 ， 我 们 就 不 得 不 符 数 的 概念 加 以 扩充 ， 
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以 便 能 够 描述 度量 的 连续 变化 ， 这 种 扩充 了 的 数 系 称 为 数 的 连续 
统 或 实数” 系 。 (这 是 一 个 未 加 说 明 但 一 般 都 认可 的 名 称 . ) 数 的 
概念 向 连续 统 概念 的 扩充 是 如 此 自然 而 令 人 信服 ,以致 所 有 早期 的 
大 数学 家 和 科学 家 都 毫 无 疑 议 地 予以 采用 .直到 19 世纪 ， 数 学 家 
们 才 感 到 必须 为 实数 系 寻 求 一 个 比较 可 靠 的 逻辑 基础 . 随后 产生 的 
对 上 述 概念 的 正确 表述 ， 反 过 来 又 导致 数学 的 进步 . 我 们 将 首先 从 
不 难 理 解 的 直观 描述 入 手 ， 然 后 给 出 实数 系 的 比较 深入 的 分 析 2 


a, 自然 数 系 及 其 扩充 ， 计 数 和 度量 


自然 数 和 有 理 数 ， 对 于 我 们 来 说 ，“ 自 然 ” 数 序列 1,2,3,… 
认为 是 已 知 的， 我 们 不 需要 从 哲学 的 观点 来 讨论 这 些 抽象 的 事物 
一 一 数 一 究 竞 属于 怎样 的 范畴 ， 对 于 数学 工作 者 ， 以 及 对 于 任 
何 同 数 打交道 的 人 来 说 ， 重 要 的 只 是 要 知道 一 些 规则 或 定律 ,根据 
这 些 规则 或 定律 可 将 一 些 自然 数组 合 起 来 而 得 到 另 一 些 自然 数 . 
这 些 定律 构成 在 十 进位 制 中 那些 热 知 的 关于 数 相 加 和 相 习 的 法 则 
的 基础 ， 它 们 包括 交换 律 : a+b=b+a 和 ab = ba, 结合 律 : 
& 十 他 十 e = {a+b)+c 和 albe) = (ab)e, 分 配 律 ，a(b+c) = o8 二 ac， 
相 消 律 ， 如果 e+ < = 6+ c 则 可 推出 & = b, 等 等 

道 远 算 一 减法 和 除法 一 在 自然 数 集合 中 并 不 总 是 可 能 
的 ， 从 1 减 去 2 或 者 用 2 来 除 1 所 得 的 结果 不 能 仍 属于 自然 数 集 
合 . 为 了 使 这 些 运算 能 够 不 受 限制 地 进行 ， 我 们 不 得 不 发 明 数 0， 
"fh” 整数 和 分 数 来 扩充 数 的 概念 ， 所 有 这 些 数 的 全 体 ， 称 为 有 至 
数 系 或 有 理 数 集合 ， 有 理 数 全 都 可 以 由 1 经 过 “有理 运 算 ", 即 加 
法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 而 得 到 3. 

有 理 煞 总 可 以 写 为 加 的 形式 ， 这 里 p 和 9 都 是 整数 ， 并 且 


习 更 全 面 的 解释 见 Courant and Robbins, What is Mathematics (数学 是 什 
人 和)? Oxford University Press, 1962. 

2) “有 理 (rational)” 一 河 , 在 这 里 不 是 指 合理 或 合 逻辑 的 意思 , 面 是 从 “ 比 (ratio)” 
一 词 涛 生出 来 的 ， 即 关于 两 个 量 的 比 . 
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4 去 0. 我 们 还 能 使 这 种 表示 是 唯一 级， 只 须要 求 "是 下 的 ， 而 了 和 
& 没有 大 于 1 的 公 因 子 . 

在 有 理 数 域内 ， 一 切 有 理 运 算 一 一 加 法 、 乘 法 、 减 法 和 除法 
[用 零 作 除数 除外 ) 一 一 都 能 够 实行 ,而且 坦 到 的 仍然 是 有 理 数 ， 正 
如 我 们 从 初等 算术 所 知 ， 有 理 数 运算 所 服从 的 定律 同 自然 数 的 运算 
是 一 样 的 : 因 北 ， 有 理 数 是 以 完全 直接 的 方式 扩充 了 正 整数 系 . 

有 理 数 的 图 形 表 示 - 有 理 数 通常 可 用 直线 工 一 一 数 轴 一 上 
的 点 形象 地 表示 出 来 .将 上 上 的 任意 … 点 取 秆 原点 或 点 0, 将 另外 
证 意 一 点 取 作 1, 这 时 ， 我 们 采用 这 两 点 之 间 的 距离 作为 度量 的 尺 
度 或 单位 ， 芽 且 将 从 0 到 1 的 方向 定义 为 “正方 向 ”, 并 称 这 拌 规定 
了 方 遍 的 直线 为 有 向 直线 . 习惯 上 ， 画 数 轴 上 时 应 使 得 点 1 在 点 0 
的 右 这 (图 11). 


图 11 数 轴 


上 任何 一 点 P 的 位 置 由 两 个 因素 一 由 原点 0 到 P 的 距离 和 
由 原点 0 天 P 的 方向 (指向 0 的 右边 还 是 左边 ) 一 - 完全 确定 。 
上 表示 正 有 再 数 z 的 点 P 是 在 0 的 右边 与 0 的 距离 为 “个 单位 之 
处 ， 负 有 理 数 ” 则 由 0 的 左边 距离 0 为 -= 个 单位 的 点 来 表示 . 
在 上 述 两 种 情况 下 ， 从 0 到 表示 的 点 之 间 的 距离 均 称 为 + 的 绝 
对 值 ， 记 为 iz|, 于 是 我 们 有 
ja- { = 如果 = 为 正 或 夫 ， 

-=， 如 果 z 为 负 - 


我 们 注意 ， |z| 决 不 会 是 负数 ， 并 且 仅 当 2 = 0 时 才 等 十 零 

也 初等 几何 我 们 想到 ,用 直 尺 和 圆规 作 图 ， 可 将 单位 长 度 分 割 
为 任意 个 相等 的 部 分 ， 由 此 可 网， 任何 用 有 再 数 安 示 的 长 度 都 能 面 
国 ， 所 以 ， 表 示 一 个 有 理 数 z 的 点 能 用 纯 凡 何方 法 找到 . 

按 这 种 方式 ,通过 工 上 的 点 一 有 理 点 , 我 们 得 到 有 型 数 的 - 
种 几何 表示 . 同 对 于 点 0 和 点 1 的 表示 法 相 一 至 我们 可 采用 同 栏 
的 符号 > 骸 表 示 丰 有理数， 又 表示 它 在 上 上 所 对 应 的 点 . 

两 个 有 理 数 的 关系 式 = < y, 其 几何 意义 是 ， 点 x 处 于 点 的 
左边 ,在 此 情况 下 ,这 两 点 之 间 的 距离 是 y 一 z 个 单位 . 如 果 z > 功 
则 距离 是 zy 个 单位 .无论 哪 种 情况 ， 上 上 的 两 个 有 理 点 z,y 之 
间 的 距离 均 为 |y 一 z| 个 单位 ， 并 且 仍 然 是 有 理 数 . 

工 上 喘 点 为 ob 的 线段， 这 里 。 < 5, 称 为 区 间 . 端点 为 0 1 
的 特定 线段 称 为 单位 区 间 ， 如 果 两 端点 包括 在 区 间 之 内 ， 我 们 就 
说 该 区 闻 是 诸 的 ; 如 时 两 端点 不 包括 在 内 ,就 说 流 区 问 是 开 的 . 开 
区 间 用 (a, 如 来 表示 ， 是 由 满足 关系 式 <= < 6 的 点 z, 即 处 于 = 
和 te 中 间 ” 的 那些 点 组 成 的 ， 闭 区 间 用 -如 来 表示 ， 是 由 满足 关 
系 起 e < re 的 点 组 成 的 0. 在 上 述 丙 种 情况 下 ， 区 间 的 长 度 均 
为 5 一 a. 

对 应 于 整数 0, 二 1, 十 2,… 的 各 点 将 数 辅 分 割 为 一 系列 单位 长 
度 的 区 间 ， 工 上 的 每 一 个 点 , 或 者 是 这 样 分 割 的 区 同 之 一 的 端点 ， 
或 者 是 其 内 部 的 点 .如果 再 把 丝 一 个 区 同 分 审 为 4 个 相等 的 部 分 ， 
我 们 就 把 分割 成 一 系列 长 度 为 地 的 区 间 , 区 回 的 端点 为 加 的 有 


理 点 于 是 ,上 的 每 一 点 或 者 是 形式 为 2 的 有 理 点 。 或 者 处 
于 两 个 相继 的 有 再 点 卫 和 2 之 间 ( 见 图 1.2). 因为 相继 的 两 个 
分 点 距离 为 让 个 单位 , 所以, 我 们 能 够 找到 一 个 有 理 点 ,这 个 有 
理 点 辣 点 P 的 距离 不 超过 了 个 单位 ,我 们 只 要 将 4 取 成 足够 大 的 


1 我 门将 关系 式 a 芝 zf 读 医 “a 小 十 或 等 于 x”) 阁 释 为 “或 者 e < z， 或 普 
& 二 2”, 对 于 二 重 符号 > 和 土 , 我 们 也 用 类 伏 的 方式 来 解释 - 
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,风能 他 要 要 多 么 小 可 乡 么 小 人 如 职 9 10"( 
正则 为 任 - 要 我 们 能 家 得 一 个 “十 泛 人 下 "一 二 同 了 
的 距离 小 下 让 至 此 ， 虽 然 我 们 并 木 断 言 工 上 的 答 -个 点 都 是 
有 理 点 ， 但 是 全 少 我 们 已 看 到 ,能够 冰 得 时 有 再 点 ， 任 意 地 挨 近 
荆 上 的 任何 -点 P. 


各 记性 

工 上 的 给 完 点 P 能 够 用 有 理 点 来 任意 允 近 这 -事实 ， 可 以 用 
一 句 话 来 表达 有理 点 在 数 办 上 是 向 密 的 . 显然 ， 基 至 一 些 较 小 
的 有 理 数 的 集合 也 是 稠密 的 ， 例 如 ， 所 有 形 如 = = 8 的 点 ， 其 
中 必 为 自然 数 ，p 为 问 数 

简 密 性 表明 ， 在 任何 两 个 不 同 的 有 理 点 a。 和。b 之 间 ， 企 在 着 另 
外 的 无 穷 多 个 有 理 点 ， 特 别 是 ， 4 和 5 之 同 的 中 点 ，。= 2 二， 
即 数 a 和 数 之 癌 的 算术 平均 值 ， 仍 是 有 理 点 ， 再 取 a 和 。 的 中 
点 5 和 的 中 点 ， 并 且 按 这 种 方式 继续 进行 下 去 ， 我 们 能 够 在 a 
和 之 间 求 得 任意 多 个 有 理 点 

我 们 可 以 用 有 理 点 来 接近 工 上 任意 点 的 位 置 ， 并 且 能 够 达 
到 任何 精 靖 度 ， 因 此 ， 初 看 起 来 ， 似 乎 是 只 要 引入 有 理 数 ， 用 数 来 
确定 点 忆 的 位 置 这 个 任务 便 已 完成 ， 在 物理 的 现实 中 ,各 种 量 毕 竞 
不 能 绝对 精确 地 给 出 或 求 得 ， 而 总 会 带 有 某 种 程度 的 不 确定 性 ;所 
以 ， 也 就 可 以 认为 各 种 量 可 用 有 理 数 来 度量 

不 可 通 约 量 , 虽然 有 理 数 是 负 密 的 ， 但 是 ， 作 为 用 数 来 建立 度 
量 的 理论 基础 ， 有理数 还 是 不 够 的 ， 两 个 量 ， 如 果 其 比 是 有 理 数 
则 称 为 可 通 约 的 ， 因 为 可 将 它们 表示 为 某 同 一 单位 的 整 雪 售 ， 早 在 
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公元 前 五 或 六 世纪 ,希腊 的 数学 家 和 哲学 家 已 经 有 了 惊人 的 、 影 响 
深远 的 发 现 ， 存 在 着 -- 些 昔 ， 这 些 晶 同 给 定 的 单位 是 不 可 遂 约 的 . 
特别 是 ， 存 在 着 -- 些 线段 ， 这 些 线段 不 是 一 个 给 定单 位 线段 的 有 理 
数 倍 . 

不 难 给 出 与 单位 长度 是 不 可 通 约 的 线段 长 度 的 ，. 个 例子 : 各 边 
为 单位 关 度 的 正 方形 之 对 角 线 1. 因为， 根据 毕 达 哥 拉 斯 (Pythago- 
ras) 定理 ,这 个 长 度 ! 的 平方 必须 等 于 2 所以， 如 果 ! 是 有 理 
数 ， 因 而 等 于 二, 这 里 和 4 均 为 正 整数 ， 我 们 将 有 pr = 202. 我 
门 元 以 约定 P 和 9 没有 公 因子 ， 因 为 这 样 的 公 因子 在 开始 时 就 可 
以 约 挤 . 根据 上 述 方程 ，p? 是 个 数 因此 本 身 也 必定 是 偶数 ， 辟 
如 说 p = 2p'. 用 2p' 来 代替 p, 我 们 得 到 tp?= 292, 或 者 = 2p 3 
因而 ， 是 偶数 ， 于 是 4 也 是 傅 数 .这 就 表明 p 和 g 二 者 具有 公 
子 2. 然而 ， 这 同 我 们 所 作 的 > 和 9 没有 公 因 子 的 约定 相 和 矛盾 . 
这 一 矛盾 是 由 于 假设 对 角 线 长 能 够 才 示 为 分 数 二 引起 的 ， 所 以 这 
一 假设 是 错误 的 

这 一 用 反 证 法 推导 的 例子 ,表明 符号 V3 不 能 对 应 于 任何 有 理 
数 ， 另 一 个 例子 是 r 一 一 圆 的 周 长 与 其 直径 之 比 . 证明 r 不 是 有 
理 数 要 复杂 得 多 ， 并 且 直 到 近代 才 做 到 兰 伯 特 [Lambert), 1761]. 
不 堆 找到 其 他 许多 不 可 通 约 的 量 ( 见 问题 1, 第 117 页 ); 事实 上 , 不 
可 通 约 的 量 在 某 种 意义 上 远 比 可 通 约 的 量 更 为 普遍 (中 第 109 页 ). 

天 

因为 有 理 数 系 对 于 几何 学 来 说 是 不 够 的 ,所 以 必须 创造 新 的 数 
作为 不 可 通 约 量 的 度量 这些 新 的 数 称 为 “无 理 数 "， 古 希腊 人 并 
不 注重 抽象 的 数 的 概念 , 而 是 把 诸如 线段 这 样 一 些 几何 实体 看 作为 
基本 元 素 . 他 们 用 纯 几 何 的 方法 发 展 出 不 但 用 来 运算 和 处 理 可 通 约 
(有 再) 量 ， 而 且 用 来 运算 和 处 理 不 可 通 约 量 的 逻辑 体系 ， 由 毕 达 哥 
拉 斯 引入 而 由 欧 多 克 斯 (Budoxus) 大 大 推进 了 的 这 一 重要 成 就 ， 
在 欧 几 里 得 (Euclid) 著名 的 《几何 学 原本 》 中 有 详细 的 叙述 ， 现 
地 条 服 定理 一， 译 者 注 


,6 . 


代 ， 在 数 的 概念 而 不 是 几何 概念 的 基础 上 ， 重 建 了 数学 ， 并且 有 了 
巨大 发 展 ， 随 着 解析 几何 的 引入 ,在 古代 的 数 和 几何 量 之 间 的 关系 
当中 ， 强 调 的 重点 被 颠倒 过 来 了 ， 而 且 关 于 不 可 通 约 量 的 经 典 理论 
几乎 已 被 忘记 或 忽视 了 . 过 去 作为 一 件 当然 的 事情 ， 曾 经 认为 数 轴 
上 的 每 一 个 点 对 应 着 一 个 有 理 数 或 无 理 数 ， 并 且 全 体 “ 实 ” 数 所 服 
从 的 算术 运算 法 则 同 有 理 数 ， 后 来 ， 直 到 19 世纪 ， 人 们 才 感 到 有 
必要 来 证 明 这 样 的 假设 ， 而 在 戴 德 金 (Dedekind) 著名 的 小 册子 中 
终于 完满 地 实现 了 ， 这 本 小 册子 至 今 仍然 是 引人入胜 的 读物 ?. 

事实 上 ， 戴 德 金 证 明了 这 样 一 点 ， 从 费 尔 马 (Fermat) 和 牛顿 
(Newton) 到 高 斯 (Gauss) 和 黎 曼 (Riemann), 一 切 大 数学 家 实际 采 
用 的 “朴素 的 * 方法， 是 沿 着 一 条 正确 的 道路 前 进 的 ;实数 系 (作为 
线段 的 长 度 或 按 其 他 方式 定义 的 一 些 符号 ) 对 于 科学 度量 来 说 是 一 
种 谐 调 而 完备 的 工具 ， 并 且 在 实数 系 中 ， 有理数 的 运算 法 则 仍然 有 
效 . 


当然 ， 关 于 实数 系 的 讨论 我 们 也 可 以 就 此 止步 ， 而 直接 转向 微 
积分 本 身 ， 这 样 做 并 无 大 妨碍 ， 然而， 为 了 更 深入 地 理解 实数 的 概 
念 ， 就 应 当 研 究 下 述 内 容 以 及 本 章 的 补 篇 ， 这 对 于 我 们 今后 的 工作 
是 必要 的 . 


b. 实数 和 区 间 赛 


现在 ， 证 我 们 把 直线 工 上 的 各 点 看 作为 连续 统 的 基本 元 素 . 
我 们 假设 ， 工 上 的 每 一 个 点 有 一 个 “实数 "* 与 之 相对 应 ， 即 此 点 
的 坐标 ， 并 且 假设 ， 对 于 实数 >,y 来 说 ， 前 而 针对 有 理 数 记 措 述 的 
那些 关系 仍然 保持 着 原 有 的 意义 特别 是 ， 关 系 式 < y 表示 在 工 
上 的 次 序 ， 表 达 式 jy ~ %| 指 的 是 点 = 和 点 y 之 各 的 距离 ， 基 本 问 
题 在 于 ， 去 说 明 实数 (或 者 关于 几何 上 给 定点 的 连续 统 的 度量 ) 同 


1) BR. Dedekind， “Nature and Meaning of Number( 数 的 性 质 和 意义 )”， 载 于 
了 ssays on Number, London and Chicago, 1901. (这些 短文 中 的 第 一 篇 “连续 性 和 
无 理 数 ”, 对 于 实数 的 定义 和 运算 定律 作 了 详细 的 说 明 . ) 曾 以 “Essays on the Theory 
of Numbers” 为 是 重印， Dover, New York, 1964. 这 些 译本 的 原文 ， 是 在 1887 年 以 
“Was sind ung was sollen die Zahlen?{ 数 是 什么 和 应 当 是 什么 ? )” 为 眶 发 表 的 . 
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原来 考虑 过 的 有 理 数 ， 因 而 最 终 间 整 数 的 关系 .此 外 ， 我 们 还 必须 
阐明 如 何 对 这 个 “ 数 的 连续 统 ” 的 元 素 进 行 运算 ， 使 其 方式 同 有 理 
数 运算 一 样 ， 最 后 ,我 们 将 不 依赖 于 直观 的 几何 概念 而 独立 地 表述 
数 的 连续 统 的 概念 , 不 过 我 们 暂且 拒 一 些 比较 抽象 的 讨论 推 置 于 补 
篇 当中 ， 

我 们 怎样 描述 一 个 无 理 实数 呢 ? 对 于 像 V2 和 这 样 一 些 数 ， 
我 们 能 够 给 出 简单 的 几何 表征 , 但 这 并 不 总 是 容易 做 到 的 .足以 产 
生 每 一 个 实数 点 的 一 种 通用 可 行 的 方法 ， 乃 是 通过 越 来 越 精 确 的 有 
理 近 似 值 数列 来 描述 数值 x. 特别 是 ， 我 们 将 从 左 、 右 两 边 同时 带 
近 z, 其 精确 度 逐 次 增高 , 而 使 得 误差 的 界限 趋向 于 零 . 换 甸 话说 , 
我 们 采用 这 样 一 个 包含 z 的 端点 为 月 理 数 的 区 间 "序列 ", 其 中 每 一 
个 区 间 都 包 人 省 着 下 一 个 区 间 , 而 且 使 得 此 序列 中 充分 全 后 的 那些 区 
间 ， 其 区 间 的 长 度 ， 随 同 其 近似 值 的 误差 ， 小 于 任何 预先 指定 的 正 
数 


首先 ， 设 > 含 于 闭 区 同 五 = [四 , 己 ] 之 中 ， 即 
| mr, 


x 


+ 上 一 一 一 一 下 一 二 + 一 下- 一 志 


号 吃 on an41 bat1 bo be 


图 1.3 区间 套 序 列 


这 里 a 和 六 都 是 有 理 数 ( 见 图 1.3). 在 五 之 中 ， 我 们 考虑 一 个 包 
例 z 的 "“ 子 床 间 "三 = [ea, 姑 ], 即 


ma sh, 


这 里 az 和 地 都 是 有 理 数 ， 例 如 ， 我 们 可 以 取 五 的 其 一 半 作 为 刀 ， 
因为 > 必定 处 在 区 间 的 这 一 闪 或 那 一 半 之 中 ， 在 22 之 中 ， 我 们 也 
考虑 包含 < 的 子 区 间 fs = [6s, ps]， 


ma So ssh hsh, 


这 里 as 和 bs 都 是 有 理 数 ， 如 此 等 等 ， 我 们 要 求 区 间 1 的 长 度 随 
= 增加 所 趋向 于 零 ; 即 对 于 所 有 足够 大 的 n, 的 发 度 小 于 任何 预 
先 指定 的 正 数 ，-- 个 闭 区 间 天, 五 ,五 ,… 的 集合 , 其 中 每 一 个 都 包含 
着 下 一 个 并 且 其 长 度 趋向 于 零 , 我 们 称 它 为 “区 间 套 序列 `. 点 = 由 
区 间 套 序列 唯一 确定 ， 即 没有 另 一 点 ?能够 处 于 所 有 7 之 中 因 
为 ,只 要 nn 足 够 大 ，z 和 ?之 间 的 距离 就 会 超过 元 的 长 度 ， 由 于 
这 里 我 们 总 是 选取 有 理 点 作为 I 的 端点 ， 又 因为 具有 有 理 端点 的 
每 一 个 区 间 由 两 个 有 理 数 来 描述 ， 于 是 我 们 看 到 ， [上 的 每 一 个 
点 ， 即 每 一 个 实数 ， 能 够 由 无 穷 儿 个 有 理 数 来 准确 地 描述 ， 逆 命 砷 
并 不 是 显而易见 的 ， 我 们 将 把 它 当 作 一 个 基本 公理 来 接受 . 

区 间 套 公理 ， 如 果 厂 , 1,13,… 是 一 个 具有 有 理 端 点 的 区 间 套 
序列 ， 则 存在 一 个 点 > 包含 于 所 有 的 了 之 中 3. 

正如 我 们 将 会 看 到 的 ， 这 是 一 个 连续 性 公理 : 这 个 公理 保证 
实 轴 上 没有 空 阶 存 在 . 我 们 将 用 这 个 公理 作为 实数 连续 统 的 特征 ， 
并 且 来 论证 可 进行 一 切 极限 运算 , 而 这 些 运 算 用 是 微 积分 和 数学 分 
析 的 基础 。 (正如 我 们 以 后 将 会 看 到 的 ， 这 个 公理 还 有 许多 其 他 的 
表达 方式 . ) 


c. 十 进 小 数 ， 其 他 进位 制 


无 限 十 进 小 数 . 和 人们 熟知 的 用 无 限 十 进 小 数 来 描述 实数 ， 乃 是 
定义 实数 的 许多 方法 之 一 虽然 可 以 用 无 限 十 进 小 数 而 不 是 数 轴 上 
的 点 取 作为 基本 对 象 ,但 是 我 们 还 是 愿意 从 一 种 更 有 启发 性 的 几 笨 
方法 入 手 , 即 开 助 于 区 间 套 序列 来 规定 实数 的 无 限 十 进 小 数 表 示 . 

设 由 整数 将 数 轴 分 为 一 些 单位 区 间 ， 则 点 « 或 者 处 于 两 个 相 
继 的 分 点 之 间 ， 或 者 本 身 就 是 一 个 分 点 在 这 两 种 情况 下 ， 都 至 少 

1 对 于 区 向 讲 序 列 来 说 ， 强 币 区 间 fs 者 是 闭 的 ， 这 一 点 很 重要 ， 例 如 ， 扣 果 也 
表示 区 向 0 < z < 一 , 这 时 ,每 “个 区 则 Jo 部 包含 着 下 一 个 区 介 ， 并 且 区 向 的 长 度 赵 
向 于 稚 ; 但 是 ， 并 不 存在 展 于 所 有 刀 的 点 =， 


存在 一 个 整数 co, 使 得 

co<2<c+l， 
于 是 ， > 属于 闭 区 间 无 = oo: 十 二 我 人 用 一 去 
二 oa- 各 这 上 点 将 思 分 为 十 等 分 ， 这 时 ， 点 z 必须 至 少 属 
于 的 一 个 闭 子 区 同 (如 果 = 是 一 个 分 点 ， 则 可 能 属于 两 个 相 邻 
的 疗 子 区 局 )， 换 句 笑 说 ， 存 东 一 个 数字 cj( 即 整数 0.1,2,…,9 之 
一 ), 使 得 > 属于 由 


:co 十 


1 1 1 
-ol<r< 一 - 
co 厅 sz 和 c++ 有 2+ 机 


给 定 的 闭 区 邮 五 再 将 五 分 为 十 等 分 ， 我 们 可 以 找到 一 个 数字 cz， 
使 得 = 处 于 由 : 


调和 + 高 = sr<w+ 而 e+ 高 “+ 高 
给 定 的 区 则 之 中 ， 我们 重复 进行 这 一 过 程 . 经 过 n 步 以 后 ， = 就 
被 限定 在 由 
1 1 1 1 


1 
上 I 2 
co 二 而 所 二 十 re 和 2 人 5 十 了 十 十 co 十 TD 


给 定 的 区 同 石 之 中 ， 这 里 cu ca 都 是 数字 区间 可 的 长 度 为 
语 ， 当 =” 增 大 时 趋向 于 零 ， 显 然 ， 五 构成 一 个 区 同僚 序列 ， 因 
此 xz 由 叭 一 确定 ， 因 为 只 要 给 定 co cthyca 这 些 数 ， 也 便 为 
己 知 ， 于 是 我 们 看 出 ， 任 意 实数 完全 能 由 整数 co, cb ca … 构成 的 
无 穷 序列 来 描述 ， 这 里 除 co 以 外， ct ca 全 都 只 取 由 0 到 9 之 
中 的 数值 如 果 采 用 通常 的 十 进位 表示 法 ，z 和 co,c1,c2,… 之 间 
的 关系 则 可 宕 为 


+ 


zz = co 十 0eleacs 


{如果 整数 co 是 正 的 ， 则 co 本 身 通常 也 按 十 进位 表示 法 写 出 . ) 反 
之 ,根据 连续 性 公理 ,每 一 个 写成 这 种 无 限 十 进 小 数 的 表达 式 的 数 
都 表示 一 个 实数 . 


泾 


于 同一 个 数 ， 可 能 有 两 种 不 同 的 十 进 小 数 表示 法 ;例如 ， 
1 = 0.99999... = 1.00000.……. 


在 我 们 上 面 建立 的 表达 式 中 , 整数 co 由 z 唯 -确定 , 除非 = 本 身 就 
是 整数 . 在 x 是 整数 的 情况 下 , 我 们 可 以 选取 co 二 + 或 co ==% 一 1. 

- 旦 作出 某 种 选择 ， cl 便 是 唯一 的 了 ,除非 > 是 将 Jo 分 为 十 等 分 
时 的 新 分 点 之 一 ， 继 续 进行 下 去 ， 我 们 可 以 看 出 ， co 以 及 所 有 的 
cx 都 由 > 唯 -确定 ， 除 非 在 其 一 步 2 本 身 就 是 - 个 分 点 . 如 果 在 “ 
第 n 步 z 第 一 次 作为 分 点 ， 那 么 


1 1 
z 一 co+ t+ i 


这 里 c1,c2,… ,cn 是 一 些 数字 ， 并 且 cn > 0, 因为 否则 , 在 前 面 某 一 
步 :就 忆 是 一 个 分 点 .由 此 可 知 ，Int1 或 者 是 区 间 |> =+ 5557 |， 
或 者 是 区 间 EF- i a|: 在 第 一 种 情况 下 ，z 是 此 后 所 有 区 问 


IJnt2, In+3,… 的 左 端点 ， 而 在 第 二 种 情况 下 ， 则 是 右 端点 于 是 ， 
我 们 得 到 十 进 小 数 表达 式 


£ = oo 二 Octea- -cn000.…. 
或 者 表达 式 


了 =co+0celca (cn — 1)99999.... 


此 ， 只 是 对 于 那些 可 写成 以 10 的 宕 次 为 分 母 的 分 数 之 有 理 数 ”,， 
才 会 出 现存 在 两 种 不 同 表达 式 的 情况 . 我 们 可 以 去 掉 那 些 从 某 一 位 
以 后 所 有 数字 都 是 9 的 十 进 小 数 表 达 式 而 排除 这 种 不 确定 性 . 

在 实数 的 无 限 十 进 小 数 表 示 法 中 ， 数 10 所 起 的 特殊 作用 完全 
是 偶然 的 十 进位 制 之 所 以 得 到 广泛 采用 ， 唯 一 明显 的 理由 是 用 我 
们 的 手指 十 个 十 个 地 数 起 来 很 方便 .其实 ,任何 大 于 1 的 整数 bp 也 


都 可 以 起 同样 的 作用 ， 为 此 ， 我 们 可 以 在 每 一 步 都 将 区 问 分 为 了 等 
分 ， 这 有 时， 实数 z 将 表示 为 如 下 形式 : 


了 二 上 十 0clcocs 


其 中 co 是 - 个 整数 ， 而 现在 at,cz: …- 取 22 一 工 之 中 的 一 
个 值 ， 这 个 表达 式 由 区 间 套 序列 ， 即 
了 1 


1 1 1 
T+ 二 nn 二 ， 
Pp 四 pp 六 


再 次 表示 出 实数 >, 如 果 = 为 正 或 为 零 ， 则 整数 co 也 为 正 或 为 零 , 
而 co 本 身 具 有 下 列 形 式 的 育 腿 展开 式 ， 


三 和 十 pi 十 天 da + .+ pd, 


这 里 do,d,…,di 取 人 0,….p 一 1 之 中 的 一 个 值 . 于 是 z 的 “以 了 
为 进位 基数 ”的 完整 表达 式 取 下 列 形式 : 


T= dd dcrc2rs 


如 果 z 为 负 ， 我 们 则 可 对 一 z 采用 这 种 表达 式 . 

非 40 基数 的 系统 实际 上 已 得 到了 广泛 有 末 用 . 天 文学 家 们 仿效 
古巴 比 伦 人 ， 在 许多 世纪 中 始终 把 一 些 数 表示 为 以 P = 60 为 基数 
的 “六 十 进位 ” 分数. 

二 进位 表示 法 - 以 =2 为 基数 的 “一 进位 ” 制 具有 特殊 的 理 
论 意义 ， 并 且 在 计算 机 的 逻辑 设计 中 很 有 用 . 在 二 进位 制 中 , 各 位 


数字 只 能 取 两 个 值 ， 即 0 和 1 例如 ， 数 全 写 为 101.01, 它 与 公式 


21 > 1 1. 1 
二 = 中 -1+ 和 0 二 1 二 于 :0+ 贡 和 1 
相对 应 ( 见 图 .4 


实数 的 运算 ， 呈 然 实 数 的 定义 及 其 无 限 士 进 小 数 表示 法 或 二 
进位 表示 法 等 等 都 很 直接 了 当 ， 可 是 , 要 说 明 完全 像 有 理 数 的 情况 


12 


101.01 


+ + 一 一 一 一 上 一 一 一 -二 二 一 | 一 一 上 
1 10 1 100 101 T6073 111 


图 1.4 。 二 进位 制 中 的 分 数 2 


那样 ， 完 成 有 理 运算 并 且 仍然 遵循 诸如 结合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 这 
些 算术 运算 法 则 ， 也 能 对 实数 连续 统 进行 运算 ， 这 一 点 看 来 并 不 是 
显而易见 的 ， 不 过 ， 其 证 明 仍 是 简单 的 ， 尽 管 有 些 宛 长 烦 珊 ， 为 了 
不 妨碍 了 解数 学 分 析 的 生动 内 容 ,我们 不 在 此 处 处 理 这 个 问题 ， 而 
暂且 承认 对 于 实数 可 以 进行 通常 的 算术 运算 . 当 我 们 揭示 了 极限 的 
思想 及 其 含义 时 , 对 于 数 的 概念 所 依据 的 逻辑 结构 就 会 得 到 更 深 一 
步 的 理解 .《〈 见 本 章 补 篇 ， 第 96 页 . ) 


d. 邻 域 的 定义 


不 仅 实数 的 有 理 运 算 , 而 且 实 数 的 顺序 关系 或 不 等 式 , 都 服从 
在 有 理 数 系 中 同样 的 法 则 -. 

由 一 对 实数 。 和 Ma < 如 也 能 给 出 闭 区 间 [cb < z <b) 
和 开 区 间 (ob(a < x < 如. 我们 常常 将 点 wo 同 包 含 着 这 一 点 的 
各 种 开 区 同 联系 起 来 ,特别 是 以 这 一 点 为 中 心 的 开 区 间 ， 并 且 称 这 
些 开 区 癌 为 点 zo 的 邻 域 . 更 确切 地 说 ， 对 任 一 正 数 。 点 zo 的 < 
邻 域 是 满足 不 等 式 ze 一 < < x < zo 十 6 的 > 点 组 成 的 ， 即 区 同 
(zo 一 5,zo 十 5)- 任何 包含 点 zo 的 开 现 生 .(a, 划 , 也 总 包含 有 一 个 zo 
的 邻 域 . 

定义 了 具有 实 端 点 的 区 间 之 后 , 我 们 就 能 用 如 在 有 理 数 端点 情 
况 时 一 样 的 定义 来 构成 区 间 套 序列 . 人 
序列 ， 都 存在 一 一 个 包含 于 所 有 区 间 之 中 的 实数 ， 这 一 绪 沦 对 于 微 积 
分 逻辑 上 的 相 容 性 来 说 ， 是 最 重要 的 ( 见 补 篇 第 99 而 


.13 ， 


e、 不 等 式 

村 本 引 

不 等 式 在 高 等 数学 中 所 起 的 作用 要 比 在 初等 数学 中 大 得 多 . 一 
个 量 x 的 精确 值 往往 难以 确定 ， 不过， 对 x 进行 估 值 ， 即 指明 x 大 
于 某 个 已 知 量 a 而 小 于 另 一 个 已 知 量 & 却 可 能 是 容易 做 到 的 .在 
许多 应 用 中 ， 重 要 的 只 是 知道 x 的 这 种 估 值 ， 所 以 ,我们 简 路 地 回 
顾 一 下 关于 不 等 式 的 一 些 基 本 法 测 . 

两 个 正 实数 之 和 或 积 仍然 是 正 数 ， 这 是 一 个 基本 事实 ; 即 如 果 
a>0 和 和 5>0, 则 有 a+5>0 和 a5>0. 而 且 依据: 不 等 式 a>5 
等 价 于 一 > 0, 因此 ， 两 个 不 等 式 。>b 和 < > 4 能够 相 加 而 
得 到 不 等 式 s+ c > 8 十 中 这 是 因为 


{a+c) -+ad=(0 -0)+(c—o 


作为 两 个 正 数 之 和 应 为 正 数 . (不 能 将 上 面 两 个 不 等 式 相 减 而 得 到 
4 -ec> 6b 一 4 为 什么 ? ) 不 等 式 能 够 乘 以 正 数 ; 即 如 果 a> 5 和 
c > 0, 则 有 ac > bc, 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 注意 到 


ac—bc= (0—be 


是 正 数 ， 因 为 它 是 两 个 正 数 之 积 . 如 果 c 是 负数 ， 则 我 们 可 以 由 
a > 推出 ac < bc. 更 一 般 地 ， 由 a>58>0 和 c>d>0, 可 以 得 
到 ac > ba. 
不 等 式 具有 传递 性 ， 在 几何 上 这 是 显然 的 ， 即 如 果 a > 5 而 
5> ec 则 a > ec. 传递 性 了 :六 轩 由 和 
{a—D+(b—c)=a—e 


为 正直 接 推出 ,在 上 述 推演 中 如 果 我 们 处 处 都 用 符号 > 代替 >, 则 
各 项 法 则 仍然 成 立 . 


1) 传递 性 说 明 可 以 用 复合 公式 “a < 5 < c….” 来 表示 “a < 二 和 忆 < < 等 等 ”. 
像 =<y > > 这 样 的 非 传 递 的 排列 应 革 免 ， 这 样 的 排列 容易 引起 泥 清 和 误解 
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设 a 和 5 都 是 正 数 , 并 且 注 意 到 


= te 十 下 (ea 一 本 


则 因为 a+6 是 正 的 ， 从 而 由 ae > 可 以 推出 a2 > 她. 这 样 ， 正 数 
之 疗 的 不 等 式 可 以 进行 “平方 ” 运算 ， 关 似 地 ， 如 果 a >5> 0, 则 
让 中 之 总 . 由 于 等 式 
1 
Qa+b 
对 于 一 切 正 数 a 和 2 都 成 立 ， 则 可 得 夭 道 运算 忠 正 傅 ， 即 对 于 正 
数 a 和 也 由 吧 > 好 可 以 推出 a > 5 把 这 一 结论 用 于 数 “= vz 
和 “= VY(z,y 为 任意 正 实数 ), 我 们 得 到 2: 当 > > y 时 ， 则 有 
VP > V9. 更 一 般 地 、 如 果 z >4>0 则 有 v > wy. 因此 ， 在 非 
负 实数 之 网 的 不 等 式 两 端 能 够 取 平方 根 . 
假设 a 和 总 是 正 数 ， 而 ”是 正 整数 ， 在 分 解 式 


a—8= 


(一 的 ) 


oe Da tar +. + by) 


之 中 ， 第 二 个 因子 是 正 的 .因此 ， a* 一 后 和 ab 符号 相同 ， 如 
条 am > 如 则 a> 久 而 如 香 e < 风 a < 

我 们 将 要 过 到 的 大 多 数 不 等 式 , 是 以 对 于 一 个 数 的 绝对 值 的 估 
计 的 形式 出 现 的 .我 们 回想 到 当 x > 0 时 |z| 定义 为 z, 当 x < 4 
时 则 定义 为 一 x， 我 们 也 可 以 说 ， 当 = 不 为 零 时 ，|z| 是 > 和 -= 
两 数 中 之 较 大 者 ， 当 = 为 零 时 ， |z| 则 等 于 它 信 二 者 因此， 不 等 
式 |z| < 4 表示: xz 和 -2z 都 不 超过 o 即 z<a 和 -z<9, 国 
为 -x < 4 等 价 于 z > 一 o, 所 以 我 们 看 出 不等式 |z| < a 意味 着 
z 位 于 以 0 为 中 心 长 度 为 2 的 闲 区 癌 -a < r < e 之 中 .不等式 


1) 由 此 以 后 ， 对 于 z 之 0, 符号 VF 表示 一 个 非 代数 ， 其 平方 等 于 =， 按照 这 个 规 
定 ， 对 于 任 河 实数 c, 有 [c| = Vcz, 因为 | > 0 和 ef? = c. 由 比 ， 我 们 得 到 草 要 的 
重 等 式 lal = 4z|- | 轩 , 因为 
lv? = (ey)* = 2y? = 人 本 六 
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jz 一 zol<a 则 表示 -ae<z-zo<a' 或 者 zo 一 a<z 芭 rzo+a' 即 
Zz 位 于 以 zo 为 中 心 长 度 为 24 的 闭 区 间 之 中 ( 见 图 1.5). 同样 ， 点 
zo 的 = 邻 域 (zo 一 s,zo 十 sj 即 开 区 间 zo -= < z < zo 十 s, 能 够 用 
不 等 式 |z 一 zol << 来 描述 . 


ma BE mta 


图 15 区 间 蔬 一 zol 和 a 
二 
对 于 任何 实数 a,b 的 所 谓 三 角 不 等 式 


la +bl < lel + 18), 


力 是 关于 绝对 值 的 最 重要 的 不 等 式 之 一 ，“ 三 角 不 等 式 ” 这 个 名 称 
对 于 等 价 的 不 等 式 


le-Al<la-M+h -A 


来 说 更 为 合适 ， 这 里 我 们 已 令 e = a 一 ,68=Y 一 8. 后 一 不 等 式 的 
几何 解释 是 | 从 a 到 6 的 直达 距离 小 于 或 等 于 经 过 第 三 点 Y 的 两 
段 距 离 之 和 . (此 不 等 式 还 相应 于 下 述 事实 : 在 任何 三 角形 中 ， 两 
边 之 和 大 于 第 三 边 . ) 

不 难 给 出 三 角 不 等 式 的 正式 证 明 . 为 此 , 我 们 区 别 两 种 情况 
a+5>0 和 a+tb<0 在 第 一 种 情况 下 ， 三 角 不 等 式 成 为 a++b 
jal + 上 这 显然 可 由 不 等 式 e < lal 和 % < |8| 相 加 而 得 到 ， 在 第 
二 种 情况 下 ， 三 角 不 等 式 化 为 (a 十 引 < al + | 也, 这 个 不 等 式 由 
a < lal 和 -6b < 相 加 便 可 得 到 

我 们 可 以 直接 推出 关于 三 个 量 的 一 个 类 似 不 等 式 : 


la tbtel < lal+lel+ lcl; 
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因为 ， 应 用 两 次 三 角 不 等 式 ， 就 有 
latBb+el= le+D+cl < let+al+ dl 
< kel+ 吉 + el 
同 理 ， 可 得 更 一 般 的 不 等 式 
la 十 四 十 :十 an| < al + laal+ .+ lenl- 
有 时 ， 我 们 需要 le 一 引 的 下 限 佑 值 我 们 注意 到 
加 二 J 二 本 一 相生 I 二 种 寺 | 一 站 三 J 二 本 十 罗 ， 
因此 ， 下 列 不 等 式 成 立 ; 
le +8| > lal —al. 
各 机 (Caviy) 生生 Gdmoeg) 不 等 
某 些 最 重要 的 不 等 式 是 利用 了 下 述 明显 的 事实 : 实数 的 平方 决 


不 会 是 负 的 ， 因 而 平方 之 和 也 不 能 是 负 的 、 由 此 所 得 到 的 最 常用 的 
不 等 式 之 一 ， 便 是 柯 西 - 施 瓦 兹 不等式 


(ai 有 十 aabz 十 … 十 mbn)? 三 (0 十 娩 十 … 十 02)C 旭 二 好 十 … 十 拘 》 
设 
及 二 明 十 上 十 十 吕 ， 


B= + ab t+ anbn, 
[a 


此 不 等 式 则 变 为 4C > BF. 为 了 证 明 ， 我 们 注意 到 ， 对 于 在 何 实 救 


所 有 
0 < (a 十 把 1)? 二 (ag 十 tb2)? 寺 -… 十 (Gn 十 翅 nm) 


因为 右 端 是 一 些 平方 之 和 .将 每 一 个 平方 展开 ,并 且 按 t 的 赛 次 排 
列 ， 我 们 得 到 : 对 于 所 有 上 


D< A=2Bt+ Ct, 


中 ， 4,8,C 的 含意 和 上 面 指 出 的 ~… 样 .这 里 C > 0. 我 们 可 以 
钥 设 C > 0, 因为 当 C = 0 时， 必定 有 B? = 4C =0. 于 是 , 将 t 


用 特 狐 信 = 一 声明 应 于 二 次 式 
A+2B1+ OP=O (人 -号 + 4- 于) 


的 极 小 信 ] 来 代替 ， 我 们 得 到 


图 1.6 各 3 的 几何 平均 值 和 算术 平均 值 
在 ”= 2 的 特殊 情况 下 ， 我 们 选取 
al 一 VE:aa = VY = Vb = VY, 


这 里 = 和 + 都 是 正 数 ， 这 时 ， 柯 西 - 施 瑟 效 不 等 式 成 为 (2V39)}* < 
他 十 切 ” 或 者 本 


/zy < 
VIYO 
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此 不 等 式 表明 ， 两 个 正 数 >,y 的 几何 平均 值 V 丁 决 不 超过 其 算 
术 平 均值 2 如 果 直 角 三 角形 的 高 将 斜 边 分 为 两 个 线段 ， 其 长 
度 分 别 为 z 利 则 两 个 数 z,y 的 几何 平均 值 就 可 解释 为 此 高 的 长 
度 、 因 此 ， 上 述 不 等 式 表明 ， 在 直角 三 角形 中 ， 斜 边 上 的 高 不 超过 
斜 边 的 二 分 之 一 ( 见 图 1.6)0， 


1.2 函数 的 概念 


自 17 世纪 起 近代 数学 产生 以 来 ， 疯 数 的 概念 一 直 是 处 于 数学 
思想 的 真正 核心 位 置 。 (首先 使 用 “函数 * 一 词 的 看 来 是 业 布 尼 效 
(Leibnitaj， 虽 然 医 数 关系 这 一 概念 的 重要 意义 远 远 超出 了 数学 领 
域 , 我们 自然 还 是 要 把 注意 力 集中 于 数学 意义 下 的 函数 ， 即 在 数学 
量 之 间 通 过 数学 关系 式 、 或 某 种 数学 上 的 约定 ， 或 “运算 子 ”而 形 
成 的 联系 . 数学 和 自然 科学 的 绝 大 部 分 都 受 着 函数 关系 的 支配 ， 因 
为 在 数学 分 析 、 儿 何 学 、 力 学 以 及 其 他 学 科 当 中 ， 丽 数 关系 到 处 者 
会 出 现 . 例如， 理想 气 体 的 压力 是 密度 和 温 麻 的 函数 ， 运 动 着 的 分 
子 的 位 置 是 时 间 的 函数 ; 圆柱 体 的 体积 和 表面积 是 其 半径 和 高 的 本 
数 .只 要 一 些 量 a,5,c,… 的 值 由 另 一 些 量 z,y,z,… 的 值 来 确定 ， 
我 们 就 说 0,5,c,… 依赖 于 z, 妨 志 … 或 者 说 是 m 包 5 的 函数 
下 面 通过 表达 式 来 给 出 函数 关系 的 一 些 例子 . 

(@) 公式 4 = a? 将 4 定义 为 的 函数 ， 当 a > 0 时 ， 我 们 可 
以 把 4 解 缀 为 边 长 为 « 的 正方 形 的 面积 

(b) 对 于 一 切 满足 ~1 < zx < 1 的 vw 公式 


y= V1l—22 


将 8 定义 为 > 的 函数 ， 当 * > 0 时 ， 此 函数 表示 在 斜 边 为 1 的 直 
角 三 角形 中 ， 一 个 直角 边 y, 可 由 另 一 个 边 > 确定 
1) 有 兴趣 的 读者 ， 可 在 下 列 著作 中 找到 更 多 的 资料 。 吾 , F. Beckenbach and R. 


Beliman, An Introduction to Inequalities (不 等 式 引 论 ), Random House, 1961 以 
及 N. Karzarinoff, Geometric Inequalities( 几 何不 等 式 ), Random Hou se, 1961. 
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{0) 对 于 每 一 个 方程 


确定 了 和 的 值 ， 于 是 将 = 和 ?定义 为 上 的 函数 ， 如 果 我 们 把 
z 和 3 解释 为 平面 上 点 呈 的 直角 坐标 ， 把 ! 解释 为 时 间 ， 那 么 ， 上 
述 方程 描述 了 点 P 在 时 刻 上 的 位 置 ， 换 句 话说， 这 些 方程 描述 了 
点 王 的 运动 

(由 方程 


3 b= Y 
区 十 所 


当空 + 办 关 D 肝 , 将 e 和 4 定义 为 和 yy 的 汪 数 . 如 果 把 zy 和 a, 
这 两 对 值 解释 为 两 个 点 的 直角 坐标 ， 我 们 则 可 看 出 ， 上 述 方程 对 每 
一 个 点 (29) 陋 标 原点 (0, 0) 除外 ], 确定 了 一 个 “映像 "(a, 冲 . 读 
者 不 难 证 明 ， 像 点 (a,8) 和 “ 原 像 点 "(z: 急 总 是 处 在 由 坐标 原点 出 
发 的 同一 条 射线 上 , 与 原点 的 距离 则 为 原 像 点 与 原点 距离 的 倒数 . 
因此 ， 我 们 就 说 通过 上 述 用 z,y 来 表示 a.b 的 方程 把 (z,y) 映射 为 
(ce, 0). 

在 以 上 各 例 中 ， 范 数 规律 是 通过 简单 的 公式 来 表示 的 ， 这 些 公 
式 用 一 些 量 确定 另 一 些 量 9. 公式 左 端 出 现 的 各 量 -一 -“ 因 变量 "， 
都 是 由 右 端的 “ 自 变 量 ” 来 表示 的 ， 对 王 自 变量 的 给 定 值 确定 因 变 
量 的 唯一 信和 的 数学 规律 ， 称 为 函数 、 拆 数 规律 不 受 这 些 变量 的 名 称 
2 ,等 等 的 影响 ， 在 例 c 中 ， 有 一 个 自 变量 t 和 两 个 因 变量 zy; 
在 例 4 中 ， 则 有 两 个 自 变量 x,y 和 两 个 因 变 量 ,5 

y 通过 函数 关系 依赖 于 =, 常常 简单 地 表述 为 ， "g 是 zx 的 函 
数 "2 

了 以 后 我 们 将 会 逐渐 认识 到 有 必要 考虑 不 能 用 这 种 答 单 公式 来 表示 的 一 些 函 数 . 
(例如 见 第 28 页 } 


中 这 种 说 靶 在 自然 科学 中 已 随意 使 用 , 过 只 是 在 一 些 比较 拘 遵 的 文章 中 才 避 钊 它 . 
只 要 是 无 关 大 局 ， 我 们 都 不 去 过 分 追求 不 必要 的 “严格 ”而 来 束缚 自己 的 手脚， 因为 这 
样 做 并 无 好 处 . 


a. 了 肌 射 一 一 图 形 


卫 数 的 定义 域 和 什 域 

在 几何 上 , 我 们 通常 把 自 变量 解释 为 ，- 维 或 多 维 空间 中 一 个 点 
的 坐标 ， 在 例 b 中 ， 这 就 是 z 轴 上 的 点 ， 在 例 4 中 ， 是 zy 平面 
上 的 点 ， 有 时 ， 像 在 例 。 和 例 “ 中 那样， 自 变 量 可 以 随意 取 所 有 的 
值 ， 可 是 ， 常 常 存在 着 一 些 固有 的 或 附加 的 限制 ， 因 而 我 们 考虑 的 
琢 数 并 不 是 对 于 所 有 的 值 都 有 定义 .使 得 函数 有 定义 的 那些 值 或 点 

的 集合 ， 构 成 函数 的 “定义 域 "在 例 a 中， 定义 域 是 整个 a 轴 ， 
在 例 b 中 ， 是 区 间 -1 < = < 1 在 例 。 中 ， 是 整个 上 轴 ， 而 在 例 4 
中 ， 则 是 my 平面 上 除 坐标 原点 腑 外 的 各 点 ， 

对 于 定义 域 中 的 每 一 个 点 P, 蚌 数 规定 了 因 变 量 的 确定 值 ， 也 
可 以 把 这 些 值 解释 为 点 9 一 点 忆 的 像 一 的 举 标 ， 于 是 我 们 
说 函数 将 点 已" 黄 射 "为 点 9 这 样 ,在 例 4 中 、z,y 平面 上 的 点 
P= (1,2) 被 映射 为 @.b 平面 上 的 点 -位 手 )- 我 们 涪 多 点 Q 
构成 函数 的 所 谓 信 域 5. 此 值 域 中 的 每 一 个 点 @, 乃 是 函数 定义 域 
中 一 个 (或 多 人 点 的 像 

在 例 c 中 ，t 轴 上 的 各 点 ,都 有 在 z,y 平面 上 的 点 作为 它们 的 
像 点 ， 上 轴 被 映射 到 zy 平面 上 ， 然 而 ， 并 不 是 2,y 平面 上 的 每 
一 点 者 作为 像 点 出 现 ,而 只 是 满足 ys? 的 那些 点 才 是 像 点 因 
此 ， 这 一 映射 的 值 域 是 抛物 线 y = -2?, 我 们 说 上 轴 被 映射 为 抛 
物 线 y = -2z?, 其 意义 是 指 其 象 点 充满 了 这 一 条 抛物 线 . 

在 例 4 中 ， 信 域 是 由 “, 平面 上 的 一 些 点 人 ,号 组 成 的 ， 其 
坐标 可 以 写 为 a。 37 一 B55 的 形式 其 中 zy 应 取 
zz2 十 刀 天 9 的 值 . 换 句 话说 , 信 域 是 册 使 得 上 述 方程 具有 解 (z, 妈 ) 的 
那些 点 (人 组 成 的 . 立即 可 以 看 出 , 这 一 值 域 包括 那些 和 4 不 能 
同时 为 零 的 点 (0 及 ;每 一 个 这 样 的 点 (0, 晤 , 是 点 4 = 而 二 页 未 = 


1) 把 点 Q@ 称 为 PP 的 ' 函 数 ” 常常 是 很 方便 的 ， 虽 然 在 解析 表达 式 中 会 出 现 表 示 忆 
的 不 同 坐 标的 几 个 函数 . 
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二 的 像 ， 于 是 ， zy 平面 上 的 每 一 个 几何 图 形 都 被 歇 射 为 
a.5 平面 上 的 一 个 相应 的 图 形 ， 此 图 形 是 击 前 一 图 形 各 点 的 像 点 组 
成 的 ， 便 如， 围绕 坐标 原点 的 图 z2 + 太 = r2, 被 映射 为 ,5 平面 上 
的 圆 2 十 刀 = 言 . 

在 本 章 和 以 后 各 章 中 ， 我 们 几乎 完全 是 研究 单个 自 变量 ( 锯 如 
说 =) 和 单个 因 变量 ( 辟 如 说 的 情况 ， 正 如 在 例 b 中 所 表明 的 屠 
样 ,这 种 机 数 ， 我 们 通常 是 按 标准 方式 ,用 它 在 wy 平面 上 的 姓 
形 , 即 用 出 点 (e, 组 成 的 曲线 来 表示 的 ， 曲 线 各 点 的 纵 众 标 y 同 
横 坐标 = 满足 特定 的 函数 关系 ( 见 图 17). 对 于 例 b 来 说 ， 其 图 形 


是 围绕 着 坐标 原点 半径 为 1 的 圆 的 上 半 部 . 


EA 


A 


I 
上 
1 
1 
1 
1 
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图 1.7 函数 的 图 形 


另外 , 如 把 函数 解释 为 由 z 轴 上 的 定义 域 到 y 轴 上 的 值 域 的 映 
射 , 还 可 得 到 函数 的 另 一 种 形象 描述 . 这 里 我 们 不 是 把 x 和 y 解释 
为 =, 平面 上 同一 点 的 坐标 , 面 是 解释 为 两 个 不 同 的 独立 的 数 轴 上 
的 点 . 于 是 , 函数 就 把 z 轴 上 的 点 x 映射 为 y 轴 上 的 点 y. 这 种 映射 
在 几何 学 中 是 常常 会 出 现 的 , 例如 , 把 > 铀 上 的 点 = 投影 到 平行 的 
Yy 办 上 的 点 以 投影 中 心 0 处 于 两 轴 所 在 平面 内 ) 时 所 产生 的 “ 仿 射 ” 
映射 ( 见 图 1.8). 不 难 断 定 ， 这 一 映射 可 用 线性 函数 y 一 az 十 以 


1) 然而 ， 从 一 开始 就 应 着 重 指出 ;在 许多 场 含 多 变 重 函数 的 出 现 是 很 自然 的 . 在 第 
二 卷 中 ， 将 系统 地 讨论 多 变量 函数 . 
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中 机 也 均 为 常数 ) 解析 地 表示 ， 显 然 ， 仿 射 映射 是 “一 对 一 ”的 
了 映射， 其 中 每 一 个 现象 反 过 来 又 对 应 着 唯 -- 的 原 象 = 另 一 个 更 
为 一 般 的 瑞 身 是 由 同一 类 投影 定义 的 “透视 映射 ", 只 是 ， 两 轴 不 一 
定 平行 ， 其 中 ， 解 析 表 达 式 由 形 如 y = {az 十 外/lcz + dd) 的 有 理 线 
性 函数 给 出 ， 其 中 a,58,c,d 均 为 常数 . 


图 1.8 映射 


由 某 一 中 心 交 将 空间 中 的 一 个 蝎 面 3 向 另 一 曲面 #Y 所 做 的 任 
何 投 影 , 均 可 看 作为 一 个 映射 ， 其 定义 域 是 5, 而 值 域 处 于 8 上. 
例如 ,将 球 上 的 每 一 点 了 通过 由 北 模 发 出 的 射线 投影 到 赤道 平面 
土 的 点 P', 我 们 便 可 将 此 球 映 射 为 赤道 平 而 ( 见 图 1.9). 这 个 驶 射 
就 是 在 画 地 图 时 常常 使 用 的 “ 球 极 平面 投影 "， 许 多 这 种 类 型 的 例 
子 ， 使 得 我 们 想到 把 函数 解释 为 “ 贡 射 ”， 

当 包 含 多 个 自 变量 和 多 个 因 变量 时 ， 用 映射 来 定义 函数 ， 比 用 
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图 1.9 ” 球 极 平面 投影 


图 形 来 定义 ， 可 以 提供 更 灵活 、 更 适宜 的 解释 、 这 一 事实 ， 在 第 二 
着 中 将 会 变 得 十 分 明显 . 


b. 单 连续 变量 的 函数 概念 的 定义 ， 函 数 揭 定 义 域 和 值 域 


单个 自 变量 = 的 蚌 数 ,是 讲 对 于 一 些 z 值 , 确定 了 一 些 y 值 
而 函数 的 宕 义 域 就 是 使 和 函数 有 定义 的 = 值 的 全 体 ， 在 我 们 所 关 
心 的 情况 中 ， 函 数 的 定义 域 大 都 是 由 一 个 或 几 个 区 间 组 成 的 ( 见 图 
1.10), 这 时 ， 我 们 就 说 y 是 连续 变量 的 函数 。 (在 另 一 些 情况 下 
则 相反 ， 例 如 ， 可 能 只 是 对 于 z 的 有 理 数 或 整数 值 ， 函 数 才 有 定 
义 . ) 这 里 ， 物 成 定义 域 的 “区 同 ", 可 以 包含 其 端点 也 可 以 不 包含 其 
端点 ,并且 可 以 在 一 个 方向 或 两 个 方向 上 延伸 到 无 穷 远 .于 是 , 了 
数 y= VI 二 丰 定义 在 亲 区 间 -1< «< +1 上 , 函数 y = 上 定义 在 
两 个 半 无 穷 开 “区 间 ”x < 0 和 xz > 0 上 , 函数 y = z2 定义 在 由 一 切 z 
组 成 的 无 穷 “区间 "-oo < z < +o0 上 , 函数 y= V(x? 一 1)(4 一 22) 
定义 在 两 个 互相 分 离 的 区 间 1< x <2 和 -2<z<-1 上. 

话 数 用 /, 忆 9 等 这 样 一 些 符号 来 表示 ， 而 z 与 其 相对 应 的 3 
值 之 间 的 对 应 关系 则 写 为 y = f(z),y = F(z) 或 y = g(z) 等 形式 ， 
了 我 们 通常 只 是 对 于 “有 并 的 。 即 “有限 的 ” 区间 ， 才 使 用 “区 间 ” 一 词 、 其 端点 


为 确定 的 有 限 值 ; 因而， 本 书 中 所 用 的 更 广泛 的 概念 , ， 可 用 “上 | 集 ” 一 词 来 表示 、 它 指 
的 是 这 样 的 符合 ， 该 集合 如 果 包 含 两 个 点 ， 则 必定 包含 两 点 中 间 的 所 有 的 点 . 
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1.10 ”用 至 形 表示 的 函数 的 定义 域 各 值 域 


有 时 还 写 为 y = gz) 用 以 表示 4 依赖 于 zz ， 例如， 如 果 f(x) 
是 由 表达 式 z? + 1 来 定义 的 ， 则 有 fF(3) = 32 +1 = 10,FK-DUD = 
(-1?+1=2. 

林 数 交 系 的 好 

在 函数 f(z) 的 一 艇 定义 中 ， 一 点 也 未 说 到 当 给 定 自 变量 的 值 
时 求 因 变 量 所 依据 的 函数 关系 的 性 质 、 不 过 如 前 所 述 ， 函 数 常常 是 
用 如 Am = 到 +1 或 flz) = V1i+sin?zx 这 样 一 个 简单 的 表达 式 
以 “ 圭 闻 形式 ”给 出 的 、 在 早期 的 微 积 分 中 ， 数 学 家 们 所 说 的 函数 
多 半 指 的 就 是 这 样 一 些 明显 的 表达 式 . 机 械 装 置 的 运动 常常 会 产生 
各 种 几何 惧 线 或 几何 图 形 , 而 这 些 曲 线 和 图 形 就 确定 了 一 些 函 数 . 
控 线 ， 即 沿 x 轴 滚 动 的 加 上 的 一 个 固定 点 所 描绘 的 曲线 便 是 一 个 


1) 采用 这 补 生 法 时， 我 们 想 要 强调 的 县 函数 本 身 为 变量 ， 而 不 是 用 这 样 的 符号 
明显 地 表示 出 该 函数 的 运算 .对 于 把 x 吴 射 为 y 的 函数 了 ,有 和 时 会 用 到 下 列 写 法 : 


EEE 
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著名 的 例子 ( 见 图 1.11). 摆 线 的 函数 解析 表达 式 ， 将 在 第 二 分 册 中 
给 出 . 


«| 


加 


图 1.11 


从 逻辑 上 看 , 我 们 并 不 局 限于 这 种 由 几何 方式 或 机 械 方式 所 产 
生 的 函数 . 只 要 对 于 z 的 值 依据 某 一 规则 就 确定 y 的 值 ， 那 么 任何 
这 样 的 规则 都 可 以 构成 一 个 前 数 ， 事实 上 ， 在 某 些 理 论 研 究 中 ， 函 
数 概念 的 这 种 普遍 性 或 不 限定 性 是 一 个 优点 ， 然 而 ， 对 于 应 用 ， 特 
别 是 在 微 积 分 中 ， 一 般 的 函数 概念 不 需要 那么 广泛 . 为 了 使 意义 重 
大 的 数学 分 支 的 发 展 成 为 可 能 ， 对 于 z 值 而 确定 y 值 所 依据 的 “ 任 
意 " 对 应 规律 ， 必 须 受到 根本 的 限制 、 在 前 一 个 半 世 纪 中 ， 数 学 家 
们 已 经 认识 到 必须 用 精确 的 术语 对 过 于 一 般 的 函数 概念 , 加 上 不 可 
缺少 的 限制 ， 以 便 使 所 得 的 函数 确实 具有 人 们 在 直觉 上 所 期 望 的 一 
些 有 用 的 性 质 . 

本 数 注 坟 和 证 

即使 对 于 由 一 些 明 显 的 公式 给 出 的 函数 来 说 , 函数 的 任何 全 面 
的 描述 ， 都 必须 包括 规定 函数 的 定义 域 ， 认识 到 这 一 点 是 很 重要 
的 . 由 " 当 0 < z<2 时 ， f(z) = x2” 所 描述 的 函数 f, 严格 地 
说 ， 和 由 “在 较 大 的 定义 域 -2 < z < 2 上 ， g(x) = z” 所 给 出 的 
函数 g, 并 不 是 同样 的 函数 ， 尽 管 f(x) 和 9(z) 在 二 者 均 有 定义 的 
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区 间 0 < * < 2 上 到 相同 的 值 ， 一 般 说 来 ， 如 果 在 函数 /有 定义 之 
处 ， 函 数 g 也 有 定义 并 且 取 相同 的 值 ， 我 们 就 把 f 称 为 9 的 “ 限 
定 "(或 者 称 9 为 了 的 “ 延 拓 "). 当然 ， 同 一 个 函数 f, 能 够 由 许多 不 
同 的 歼 数 经 过 限定 来 产生 .在 刚才 讲 到 的 例子 中 ， 了 也 是 下 述 晴 
数 的 限定 ， 当 0 < z < 2 时 ，Rzr) = x?, 当 一 2<z<0 时 , 
h(x) == 2?. 事实 上 ， 这 个 例子 说 明了 与 形成 限定 痕 数 的 过 程 相反 
的 一 种 过 程 ， 可 以 将 这 种 过 程 称 为 “ 逐 段 相 联 ", 这 样 ， 我 们 就 能 够 
直接 定义 出 新 的 函数 ， 即 在 定义 域 的 不 同 部 分 上 ， 取 不 同 的 明显 的 
函数 表达 式 . 


c. 函数 的 图 形 表示 .单调 函数 


解析 几何 的 基本 观念 是 :对 于 本 来 由 某 种 几何 性 质 定义 的 由 
线 , 给 出 解析 的 表示 式 ， 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 通常 把 直角 坐标 之 
一 ， 辟 如 培 看 作为 另 一 个 坐标 = 的 函数 y = f(z); 例如 ， 一 条 抛 
物 线 由 函数 y = zz? 来 表示 ， 围 绕 坐 标 原点 半径 为 1 的 圆 ， 由 两 个 
函数 y= Viz3 和 y= -V1 一 z3 米 表 示 ， 在 前 一 个 例子 中 ， 我 
们 可 以 认为 函数 是 定义 在 无 穷 区 间 -co < z < co 上 的 ;在 后 一 个 
例子 中 ,我 们 则 必须 只 限于 考虑 区 间 -1 < = < 1, 因为 在 这 个 区 间 
以 外 ， 函 数 没有 意义 3 
反之 ， 如 果 我 们 不 从 几何 上 确定 的 曲线 出 发 ， 而 是 考虑 按 解析 
方式 给 出 的 函数 y = f(z), 那么 通常 采用 直角 坐标 系 ， 就 可 以 用 图 
形 来 表示 ”对 z 的 函数 依赖 关系 ( 见 图 1.7). 如 果 对 于 每 一 个 横 坐 
标 x, 取 相应 的 纵 坐 标 y = f(z), 我 们 便 得 到 函数 的 几何 表示 .在 范 
数 概念 上 所 要 加 的 限制 ， 应 保证 其 几何 表示 形状 是 一 条 “合理 的 ” 
几何 曲线 ”当然 ,这 里 所 说 的 只 是 一 种 直观 感觉 ， 而 不 是 严格 的 数 
学 条 件 . 但是， 不久 我 们 将 系统 地 叙述 像 连 续 性 、 可 微 性 等 这 样 一 
些 条 件 , 它们 将 保证 函数 的 图 形 是 一 条 能 够 在 几何 上 描绘 出 来 的 曲 
线 . 如 果 我 们 承认 一 些 所 谓 “病态 " 函数 , 则 情况 并 非 如 此 : 例如 ， 
对 于 « 的 每 一 个 有 理 数值 ， 函 数 y 的 值 为 1; 对 于 > 的 每 一 个 无 理 
1 我 们 通常 不 考虑 x 和 y 的 虚数 值 和 复数 值 - 
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数值 ， gy 的 值 为 0. 这 样 定 义 的 晒 数 ， 对 于 每 一 个 > 值 ， 规 定 了 一 
个 确定 的 y 秆 ; 但 是 ， 在 x 的 每 一 个 区 间 上 ， 无 论 这 个 区 间 多 和 
小 ，4 值 外 0 到 1、 由 1 到 心 味 跃 无 限 多 次 .这 个 例子 表明 ， 一 
般 的 不 加 限制 的 函数 概念 ,可 以 导出 这 样 - 些 图 形 ， 这 些 图 形 我 们 
不 会 把 它 科 看 成 是 曲线 的 . 

人 

我 三 只 考虑 对 于 定义 域 中 每 -个 > 值 取 唯 一 的 y 值 的 应 数 y = 
f(z 例如 ， = 于 或 4= sinx. 可 是 ， 对 于 几何 上 描绘 的 曲线 ， 
例如 对 于 圆 2 十 护 = 1, 可 能 发 生 这 种 情况 ， 曲 线 的 整个 图 形 不 
是 由 一 个 单 值 ) 函数 给 出 的 ， 而 是 要 求 几 个 丙 数 来 描述 一 一 在 
习 的 情况 下 ， 要 求 两 个 函数 y= YI 一 到 和 = -vVL 一 于 .对 于 
双 曲 线 另 -x2 = 1, 也 是 这 样 ， 它 是 由 两 个 函数 y = VI 二 殉 和 
8 = -YI 二 到 来 表示 的 ， 因 此 ， 这 种 曲线 没有 明确 地 规定 对 应 的 
函数 ， 我 们 有 时 说 ， 这 种 曲线 是 由 多 值 申 数 表示 的 ; 这 时 ， 表 示 
一 条 肌 线 的 各 个 函数 ， 称 为 对 应 于 该 时 线 的 多 信 示 数 的 单 信 分 村 
为 简明 起 见 ， 今 后 我 们 使 用 “ 医 数 ”一 词 ， 指 的 总 是 单 值 函数 ， 例 
如 ， 符 号 VE( 对 于 x 之 器 总 是 表示 平方 为 x 的 非 负 数 . 

如 果 一 条 曲线 是 -个 少数 的 图 形 ， 则 y 轴 的 任何 平行 线 同 这 
条 曲线 最 多 相交 于 一 个 点 ， 因为 定义 区 向 内 的 每 一 个 点 x 正好 对 应 
着 一 个 y 值 、 由 两 个 函数 表示 的 单位 圆 ， 同 y 轴 的 平行 线 的 交点 多 
于 一 个 . 对 点 于 不 同音 值 分 枝 的 此 线 的 各 部 分 ， 有 时 彼此 连接 着 ， 
使 得 整 条 曲线 形成 一 个 单一 的 图 形 ， 便 如 圆 ( 见 图 1.12): 另外 ， 曲 
线 的 各 部 分 也 可 以 是 完全 分 高 的 ， 例 如 双 骨 线 ( 见 图 L13). 

例 记 我 们 进一步 考察 函数 的 图 形 表示 . 


(ay 与 x 成 正比 , 


Y= 02. 


其 图 形 是 通过 坐标 原点 的 一 条 直线 ( 见 图 1.14). 
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了 水 


图 1.12 图 1.13 


~ 


图 1.14 
(b) y 是 = 的 “线性 函数 


y= artb. 
,29 


其 图 形 是 通过 点 = 0,y = 的 一 条 直线 ， 其 中 如 果 a 了 0, 这 条 直 
线 还 通过 点 2 = -地 ,y= 0, 而 如 果 = 0, 则 为 水 平 线 . 
(QO y 与 + 成 反比 


特别 是 。 当 a=1 时 


于 是 ， 当 ==1 时 y=1 当 z= 于 时 y=2 当 ?= 时 y= 半 


图 形 是 等 轴 双 曲线 ， 即 关于 坐标 轴 夹 角 的 平分 线 对 称 的 曲线 ( 见 
图 1.15). 


图 1.15 ”无穷 间 断 性 


对 于 数值 = = 0, 这 个 函数 显然 没有 定义 ， 因 为 用 零 除 设 有 意 
义 在 这 一 例外 的 点 x = 0 的 邻 域内 ， 枚 数 具 有 手 意 大 的 值 ， 既 可 
为 正 ， 也 可 为 负 ， 这 是 无 穿 间断 性 的 最 简单 的 例子 ， 关 于 间断 性 
的 福 念 ， 我 们 将 在 后 面 讨论 ( 风 38 页 )、 
.0. 


(djy 是 的 平方 ， 


式 扬 周 知 ， 这 全 函数 是 由 一 条 抛物 线 来 表示 的 ( 见 图 1.16). 


了 
二 


yar 


Dink 
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医 1.16 抛物 线 贸 1.17 三 次 秘 物 线 


类 似 地 ， 函 数 y = ze 是 由 所 谓 立方 抛物 线 来 表示 的 (网 图 

1.17). 

富 训 本 下 

一 个 本 数 ,如 果 对 于 莹 一 区 间 内 的 一 切 = 什 取 相同 的 信 y= 
贡 称 为 常数 ( 画 数 ); 它 在 图 形 上 是 由 一 条 水 平 线段 来 表示 的 ， 如果 
一 个 函数 ， 当 > 的 信 增 加 时 y 值 亿 总 是 增加 ， 即 当 = < 地 时， 总 
有 (中 < Ra) 则 称 为 音调 增加 函数 ; 反之 ， 如 果 > 值 的 增加 总 
是 使 得 y 信 减 少 ， 则 此 谣 数 称 为 音调 减少 区 数 .在 图 形 上 表示 音 
调 隔 数 的 则 线 ， 当 < 在 定义 区 同上 按 增 加 方向 变动 时 ， 总 是 上 开 ， 


或 者 总 是 下 降 ( 见 图 1.18). 单调 函数 总 是 把 不 同 的 = 值 映射 为 不 


同 的 y 值 ， 也 就 是 说 ， 这 种 映射 是 -- 对 一 的 映射 . 
了 ， 了 
| . 
图 1.18 单调 函数 
代数 和 和 


如 果 由 y = f(z) 表示 的 曲线 关于 y 轴 是 对 称 的 ， 即 如 果 当 
z+ 二 -a 和 =a 时 ， 丁 数 取 相 同 的 值 


f(-7) = f(z), 


我 们 将 此 函数 称 为 偶 通 数 。 例 如 函数 y = z2 是 偶 函 数 ( 匈 轩 
1.16). 反之 ， 如 果 痢 线 关于 沧 标 原点 是 对 称 的 ， 即 如 果 


我 们 则 将 此 本 数 称 为 奇 画 数 ; 例如 ， 活 数 5y = zy 一 避 ( 见 图 1.17) 


和 y= 十 ( 见 图 1.15) 都 是 奇 羡 数 

考虑 一 下 不 等 式 的 几何 表示 常常 是 有 益 的 ， 例 如， 不 等 式 y> 
于 是 由 抛物 线 y= zz 上 面 的 区 域 米 表示 的 (图 1.19). 中心 在 坐标 
原点 的 单位 加 的 内 部 ， 是 由 不 等 式 ?十 这 <1 来 描 述 的 (图 120)、 
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用 


图 1.20 <1 
几 个 不 pe 由 
域 .例如 ， 圆 内 部 ， 由 下 列 一 组 同时 成 立 的 不 
全 抽 


( 兄 图 1.21) 


区 
x 
0 1 
图 121 2 十 妨 <1z>0,y>0 的 区 域 
33 


d. 连续 性 

和 

上 面 考察 的 函数 和 图 形 ， 展 永 了 微 积分 中 的 一 种 最 重要 的 性 质 
一 一 连续 性 ， 直观 地 看 来 ， 连 续 御 指 的 是 自 变量 x 的 微小 变化 只 
能 引起 因 变量 y= f(z) 的 微小 变化 而 排除 了 y 值 的 跳 脆 . 因此 , 画 
数 的 图 形 是 由 一 条 曲线 组 成 的 ， 反 之 ， 由 在 横 坐 标 zo 处 断 开 的 两 
条 曲线 组 成 的 图 形 y = f(z), 就 在 zo 处 出 现 屁 跃 性 届 断 - 例如 ， 郴 
数 f(z) = sgnz 0: 当 z >0 时 f(z)= 二 1, 当 x <0 时 f(z) = 一 ! 


以 及 fl0) =0, 在 zo =0 处 具有 跳 腾 性 间断 2 见 图 1.22} 


~ 


图 1.22 


在 初等 数学 的 日 常 应 用 中 实际 上 已 隐 含 着 连续 性 的 概念 - 每 当 
我 们 用 对 数 囊 或 三 角 函 数 表 来 描述 画 数 y = f(x) 时， 只 是 对 于 自 
变量 > 值 的 “离散 ” 值 集合 ， 璧 如 说 其 间隔 为 171000 或 17100000: 
才能 列 出 9 值 ， 但 是 ， 对 于 表 中 未 列 出 的 问 卫 中 的 zo 值 所 相应 的 
函数 值 ， 也 可 能 是 需要 的 ， 这 时 我 们 瞳 中 假定 ， 表 中 末 列 出 的 范 数 
1) 读 作 > 的 “signum” 或 人 iign"- 
2) 在 数学 上 ，“ 圣 散 " 一 间 指 斩 是 一 种 特 铁 类 型 的 间断 性 ， 隆 数 从 左 、 有 而 边 趋 近 
的 数值 并 不 都 与 了 50) 型 等 。 4 = 二 归 开关 0 时 ) 和 Y 一 0 ( 当 守 一 0 和 对) 这 一 十 
数 呈 现 出 的 是 “无 实 " 问 斯 性 ， 还 有 其 他 类 型 的 同 断 性 ， 以 后 我 们 达 要 讨论 , 
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值 fizo), 同 表 中 出 现 的 邻近 的 z 所 对 应 的 函数 值 f(z) 近似 相等 ， 
而 且 ， 近 似 的 程度 想 多 么 精确 就 可 多 人 么 精确 ， 只 需 表 中 的 x 值 彼此 
之 同 充分 接近 . 

函数 f(z) 在 zo 处 的 连续 性 指 的 是 ， 当 zx 充分 接近 mm 时 ， 
f(z) 同 函数 值 f(zo) 相 卷 任意 小 “充分 接近 ”和 “相差 任意 小 " 
这 两 钵 话 是 不 大 明确 的 ， 而 必须 用 定量 的 术语 予以 严格 的 表述 . 

我 们 事先 指定 任何 一 个 “精确 度 的 界限 ”或 “容许 界限 ”, 即 任 
一 王 实数 <( 无 论 多 人 么 小 ) 为 了 使 得 了 在 ro 具有 连续 性 ,我 们 要 求 
对 于 时 够 接近 zo 的 一 切 x 值 (或 与 m 在 某 一 距离 5 之 内 的 一 切 = 
值 ), f(z) 和 ftzo) 之 类 保持 在 这 个 界限 之 内 , 即 |f(z)y -flaojl < =- 

如 果 把 7 解释 为 一 个 映射 ， 它 把 = 轴 上 各 点 x 映射 为 y 轴 上 
的 像 ， 我们 就 能 最 容易 形象 地 理解 涯 续 性 的 含意 是 什么 , 取 = 轴 上 
的 性 一 点 zo 及 其 像 如 = zej( 见 图 1.23). 我 们 在 名 町 上 划 出 以 点 


如 
一 一 一 
加 一 上 各 加 二 
y 
知 一 站 加 区 二 1 x 


1 


图 1.23 ”映射 yy = fix) 在 点 xo 的 连续 性 


加 为 中 心 的 任意 开 区 同 J. 如 果 了 的 长 度 为 2e, 则 了 中 的 各 点 y 
同 加 的 距离 均 小 于 s, 或 者 ， 对 于 这 些 点 来 说 ly 一 | < <. f(x) 在 
zo 的 连续 性 的 条 件 是 ， 一 切 充 分 接近 zo 的 点 r, 其 像 都 在 了 中 

或 者 ， 能 够 在 > 轴 上 划 曙 一 个 坟 zo 为 中 心 的 区 同 了 警 如 说 区 间 
zo 一 6 < 了 3< wo+6, 使 得 二 中 的 每 一 个 点 z 的 像 f(x) 在 了 中 ， 因 
而 ， fl) ~ f(zo)l < = fz) 在 zo 的 连续 竹 指 的 是 ， 对 于 y 轴 上 
点 如 = f(z0) 的 任意 < 邻 域 7 来 说 ， 能 够 在 * 轴 上 找到 点 zo 的 
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5 邻 域 1 使 得 了 中 的 一切 上 都 被 映射 为 了 中 的 点 当然， 这 只 
十 对 于 < 轴 上 使 得 该 映射 有 定义 的 点 ， 即 属于 了 的 定义 域 的 那些 
点 ， 才 有 意义 、 于 是 ， 我 们 得 到 下 述 连续 性 的 严格 定义 . 


ee 


函数 f(x) 在 其 定义 域 中 煞 的 点 xo 是 连续 的 ， 如 果 对 于 每 一 个 


orer ee d, 


正 数 < € 我 们 部 能 找到 一 个 正 雪 人 对 定义 域 中 满足 jz 一 zol < 了 的 


er meerees 


二 多 了 全 不 等 式 成 立 . 


f(z)} — flzo)| < 


围 124 y= 六 5) 在 点 zo 的 连续 性 


当 我 们 用 = 一 y 平面 上 的 图 形 来 表示 了 时， 连续 性 的 几何 解释 
是 很 有 用 的 ( 见 图 1.24)- 设 有 = {zo,yo) 是 丽 数 图 形 上 的 一 个 点 


了 在 这 个 走 续 性 的 定义 中 ， 了 和 了 是 两 个 区 阿 ， 它 们 的 中 心 分 别 在 点 za 和 名- 


在 点 zo 的 连续 性 的 分 析 定 义 用 距离 |z 一 zo 和 jg 一 yo 表述 是 很 方便 的 ， 但是， 如果 
我 们 把 子 在 几 全 上 解释 为 一 个 觅 射 ， 这 个 定义 就 有 点 不 大 自然 了 . 胃 另 一 种 方式 同样 己 
可 以 定义 一 f(z) 在 点 zo 的 连续 性 ， 即 要 求 对 于 y 输 上 每 一 个 包含 点 yo = 了 (zo) 
的 开 区 闻 ,我 们 靠 够 在 > 办 上 找到 一 个 包含 点 zo 的 开 信 油 工 使得 寺中 该 吹 射 有 定 
又 的 任何 一 点 = 的 像 ， 都 在 J 向 ， 这 两 个 定义 蕉 等 价 性 的 汪 明 贸 给 读者 ， 作 为 一 个 简 
单 的 缂 习 。 
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这 时 , 满足 wp 一。 < y < 各 二 5 的 各 点 (z, 切 构成 一 个 包含 点 马 的 
水 于 "长 条 "J. 了 在 zo 的 连续 性 指 的 是 ; 给 定 任何 一 个 这 样 的 水 平 
长 条 小 无 论 7 多么 窗 ， 我 们 都 能 找到 一 个 由 xzo -5<z<zo~8 
给 出 的 足够 窄 的 重 直 长 条 使 得 外 于 工 内 的 每 一 个 图 形 土 的 点 ， 
也 在 了 内 . 

作为 一 个 辆 证 ， 我 们 考虑 线性 函数 f(x) = 5z + 3; 这 时 有 


Ha - Frzoj[= (Se + 3 — (5r0+ 3)| = 5le — zol, 


此 式 表 明 ， 了 映射 了 = 52 +3 把 肛 离 放大 到 五 合 ， 这 里 ， 对 于 满足 
|e 一 zol < 二 的 一 切 = 显然 有 |f(z) - f(zo)| < = 因此 ， 如 果 我 们 
选取 5 = 言 (当然 任何 正 数 5 < 三 也 都 是 可 以 选取 的 ), 则 f(z) 
在 点 zc 的 连续 性 条 和 钊 被 满足 这 时 ， 区 握 zo -5s<z< so+f 中 
任何 一 点 的 像 ， 都 在 区 间 yo -= < y < J + = 之 中 ， 在 这 个 例子 
里 ， 对 于 “充分 小 的 "|e - zol, 距离 w 一 如 | 是 “性 意 小 的 * 这 一 名 
话 ， 能 够 三 也 非常 明确 的 意义 ， 事实 上， 和 如果 这 里 的 ja - zol 不 超 
过 忆 一 gl 之 值 的 五 分 之 一， 那么 它 就 是 充分 小 的 

函数 Fa) 二 避 可 以 作为 男 一 个 例子 这 里 对 于 je -zol < 局 
我 们 有 


F(z} — F(zo)| = lx? — x8| =|z— zoll2r0 + {z ~ oo)| 
< |z ~ zol(2lzol + lz ~ zol) < H(2lzol—). 


于 是 可 以 立即 证 明 ， 如 果 我 们 选取 5 = -|zol + VE+]zoF, 则 满足 
条 件 |f(z) 一 flzo)| < e. 

直观 看 来 连续 性 的 概念 似乎 是 显然 的 而 不 需要 解释 , 但 是 严 
格 的 表述 在 开始 可 能 会 感到 有 点 难以 领会 ， 因 为 要 认可 像 能够 找 
到 " 和 “任意 选取 ”这 样 的 一 些 话 、 但 是 ， 最 初 满足 于 连续 竹 的 一 
些 直观 概念 的 读者 , 将 会 逐渐 地 学 会 理解 这 一 分 析 定义 在 逻辑 上 的 
严格 性 和 普遍 性 ,这 一 分 析 定 义 妨 是 为 了 把 直观 更 解 和 逻辑 上 的 透 
袍 两 方面 的 需要 统一 起 来 而 进行 长 期 不 懈 努 力 的 结果 . 归根 到 底 ， 
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“法 继 性 " 一 词 的 严格 意义 是 不 可 缺少 的 ; 这 里 所 给 出 的 分 析 定义 
便 是 对 函数 的 一 种 重要 性 质 的 必 不 可 少 的 表述 . 

对 于 初学 者 来 说 ， 还 应 强调 指出 ，“ 小 " 并 不 是 一 个 数 的 绝对 
指标 ， 而 “任意 小 这 一 术语 指 的 却 是 这 样 一 个 数 ， 这 个 数 开始 时 
并 不 国定 而 可 以 取 任何 正 值 ， 并 且 为 了 更 加 逼近 f(zo), 这 个 数 还 
可 以 相继 取 更 小 的 值 、 “充分 小 " 指 的 是 数 5 这 个 数 必 须 进行 调 
整 ， 以 便 适 应 由 另 一 个 数 = 事先 决定 的 容许 界限 . 

举例 说 明 连 续 性 和 间断 性 .我 们 可 以 通过 不 满足 上 述 连 续 性 
定义 的 间断 函数 的 例子 来 进行 对 比 ， 以 便 进一步 说 明 这 个 定义 .加 
顾 一 下 第 32 页 上 关于 函数 f(z) = sgnz 的 简单 例子 ， 显 热 ， 对 于 
任何 so 关 0, 根据 上 还 <,6 的 定义 ， 这 个 函数 是 连续 的 ， 事 实 上 ， 
不 论 选 定 前 < 多 么 小 ， 都 可 取 常数 5 = |zol. 但 是 ， 当 zo = 0 时 
如 果 < 小 于 1, 则 根本 找 不 到 5, 因为 对 于 每 一 个 不 等 于 零 的 m, 不 
论 * 多 么 接近 于 零 ， 均 有 |/(oj - JIO = |f(s)| = 1> = 

函数 sgnz 一 例 说 明 在 一 点 €. 间 断 的 一 种 简单 类 型 一 称 为 
跳跃 性 癌 呈 , 在 这 种 情况 下 , 当 = 趋 近 于 时 ，f(z) 从 左边 和 从 右 
边 趋 近 干 两 个 极限 信 ， 但 是 这 两 个 极限 值 或 者 彼此 不 相等 ， 或 者 不 
等 于 点 《处 的 了 秆 3. 于 是 在 = = 处 图 形 出 现 间 断 ， 图 1.254 和 


加 [2 
图 1.25 
1 极限 的 严格 定义 将 在 1.7 节 纵 出， 这 娃 对 于 直观 搞 念 所 做 的 描述 性 的 说 明 已 经 
是 尼 和 的 了 
. 38 . 


b 画 出 了 另 一 些 有 具有 耻 唉 性 间断 的 由 线 ， 这 些 西数 的 定义 由 图 便 可 
得 知 3 

在 这 交趾 路 隆 同 斯 的 情形 中 , 从 右边 和 从 左边 趋 近 的 函数 极限 
都 存在 ， 现 在 ， 我 们 来 考虑 间断 性 的 另 一 些 情况 .其 中 景 重要 的 是 
无 穷 大 间断 外 .这些 问 断 性 正 像 画 教 二 和 十 在 点 "= 0 所 显 
示 的 那样 ， 当 > -* 0 时 ， 明 数 的 绝对 值 11(cj| 增 大 并 上 出 任何 色 
碌 ， 当 z 从 右边 和 从 左边 药 近 于 人 标 原点 时 ， 函 数 二 分别 取 正信 


和 抽 值 ， 且 其 增 大 的 数 信 超 出 了 任何 界限 ， 另 一 方面， 函数 三 在 
点 = 0 具有 无 穷 问 灶 性 ， 当 = 从 两 边 趋 近 于 丛 标 原点 时 。 函 数值 
2 何 正 的 界 展 ( 兄 图 1.26 和 图 1.27)， 图 1.27 所 表示 的 
本 数 二 ,在 > 一 工 和 = = -1 两 处 都 具有 无 穷 间断 性 

村 -各区 开间 断 入 是 该 点 的 左右 李 限 都 不 存在 史 情 下 仙姑 
图 28 所 示 的 “膛线 性 " 偶 古 雪 y = ffe}- 它 定义 如 下 , 对 于 形 如 
= 喜 供 中 为 任 休整 园 的 = 值 交替 取 值 +1 和 -HG/( 土 二) = 
CD" 在 每 一 个 区 间 <z< 到 或 - 址 <z<- 到 江 之 
中 ， 畏 数 ftz) 是 线性 的 ，( 到 到 1 和 -1 之 间 的 一切 值 ) 因此 
当 s 越 来 起 接近 点 * 0 时 ， 这 个 函数 在 + 和 -1 二 值 之 问 越 来 
越 块 地 上 下 摆动 是 在 接近 点 = = 0 的 邻 域内 ， 这 天 舞动 出 现 了 无 
限 多 次 ， 净 潮 曲 线 也 会 呈现 同样 的 信 质 (图 1 29) 里 ， Xe) 实 
际 上 是 直 一 个 封闭 形式 的 会 式 fley = sin 二 给 出 的， 其 中 正 东 玫 
数 我 们 将 在 筑 52 页 中 适当 地 定义 ] 

下 述 的 逐 让 线性 函数 是 与 此 相反 的 一 个 例子 ， 此 秀 数 对 于 一切 
整数 = 取 值 (二 坟 ) = (二 )”, 而 对 于 其 同 的 < 售 则 是 线性 的 见 

了 在 所 尖 的 这 些 吻 性 疝 断 的 羽 子 中 ， 在 间断 点 处 函 教 从 去 油 和 从 左边 趋 近 的 极 
限 具 训 不 局 的 入 由 

当 = 关 加 时 f(x] 一 由 当 z =0 时 了 (x) = 工 定义 的 耳 数 所 zh 可 作为 一 个 浅显 

的 全 了 玉 流明 内 -全职 则 这 肪 ， 由 两 边 趋 近 条 极限 签 此 相等 ， 但 是 不 等 于 间断 
点 上 二 的 值 ， 于 是 ， 我 们 得 到 一 个 种 移 去 的 奇 点 【通常 称 可 去 间断 点 ， 译 者 注 ) 凯 
我 各 相让 作 们 < 在 这 一 点 上 成 汗 续 的 ， 改变 了 在 点 的 值 ， 使 得 它 同 由 两 边 起 
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图 1.26 


Ls 


图 1.27 


和 “- 


图 1.29 


1.30). 这 里 ， 如 果 我 们 令 ftz) 在 点 z 一 0 的 值 为 0, 则 f(z) 在 
这 一 点 仍然 是 连续 的 ， 在 坐标 原点 的 售 城 内， 函数 上 下 扬 动 无 限 多 
次 ,而 当 趋 近 于 从 标 原点 时 ， 这 些 押 动 的 振幅 可 为 任意 小 ， 又 ， 
对 于 函数 了 = zsin 二 来 说 ,情况 相同 ( 见 图 1.31)- 
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图 1.30 ”不 连续 的 摆动 函数 


jess 


和 


守 | 


图 1.31 
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连续 的 摆动 函数 


这 些 例子 表明 : 连续 性 可 以 有 各 种 各 样 值得 注意 的 可 能 性 ， 遇 
与 我 们 朴素 的 直觉 是 不 很 相同 的 . 

可 去 同 断 点 

刚才 已 经 指出 可 能 会 发 生 这 种 情况 ， 在 某 一 点 ， 辟 如 说 z = 0， 
孙 数 不 是 技 原 有 的 规律 定义 的 ， 例 如 .上 面 讨论 中 后 面 一 些 例子 . 在 
这 样 的 点 上 如 果 我 们 规定 函数 取 任 何 所 希望 的 值 ,那么 便 可 将 函数 
的 定义 域 随 意 延 拓 ， 在 最 后 一 个 例 中 ， 我 们 可 以 这 样 来 定义 ， 使 得 
函数 在 点 = 一 0 也 是 连续 的 ， 即 当 * 一 0 时， 取 y=0. 事实 上 ， 
只 要 是 左 极限 和 右 极限 二 者 都 存在 ,并 且 彼 此 相等 , 我 们 就 可 以 定 
义 类 似 的 连续 延 拓 ， 此 时 ， 为 了 使 得 浙 数 在 有 问题 的 点 上 成 为 连续 
的 ， 只 须 令 这 一 点 上 的 函数 值 等 于 左 、 右 极限 ， 也 就 是 说 ， 不 论 在 
z= 0 处 的 定义 所 形成 的 间断 性 是 怎样 的 ， 只 要 适当 规定 函数 的 值 
J(0), 这 种 间断 狂 就 是 “可 移 去 的 ”了 ， 然 而 ， 对 于 函数 y = sin 二 
和 图 1.28 中 的 函数 ， 这 是 不 可 能 做 到 的 ， 因 为 在 x = 0 处 不 论 规 
定 函数 取 什 么 值 ， 延 拓 后 的 函数 都 是 不 连续 的 . 

连续 性 的 模 . 一 致 连续 性 


在 关于 函数 f(z) 在 点 zo 连续 的 定义 中 ， 要 求 对 每 一 个 精确 
度 。> 0, 存在 量 5 > 0( 所 谓 连续 性 的 模 0), 当 2 在 了 的 定义 域 
中 并 满足 |z 一 xol < 5 时， 有 |f(z) -f(zo)| < <. 连续 性 的 模 表 明 
了 f 对 z 的 变化 的 敏感 度 ， 显 然 这 样 的 连续 模 6 决 不 是 唯一 的 ; 
它 总 是 能 用 任何 更 小 的 正 值 8 来 代替 (对 于 相同 的 zo 和 6), 因为 
当 lze 一 zol<8 时 也 一 定 有 | 一 zol < 6, 所 以 f(s) 一 f(zo)| < <， 
对 于 各 种 实际 目的 ， 如 在 数值 计算 中 ,我 们 所 关心 的 可 能 是 5 的 特 
定 选择 ， 例 如 ， 4 的 最 大 值 ， 但 另 一 方面 ， 如 果 我 们 仅仅 想 要 证 实 
了 在 zo 是 连续 的 这 一 事实 ， 那 么 只 须 对 于 每 一 个 正 的 < 找 出 任何 
一 个 连续 模 即 可 

如 前 述 例 中 所 示 ， 一 般 说 来 ， 这 个 5 = 5(e) 不 仅 依赖 于 <, 面 
且 还 依赖 于 zo 的 值 ， 当 然 ， 我 们 不 必 考 虑 所 有 的 正 值 6, 而 总 可 以 

1) 以 下 简称 连续 模 。 一 一 译 者 注 
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只 限于 考虑 充分 小 的 = 区 如 说 = < so( 对 于 任意 给 定 的 so), 因为 当 
< > eo 时 ， 我 们 可 以 就 取 e = so 时 相同 的 连续 模 ， 类 伺 地 ， 我 们 只 
需 考虑 f 的 定义 域 中 处 于 zo 的 尾 意 邻 域 里 的 点 < 譬如 说 ， 满 足 
z 一 zof < 品 的 那些 点 ， 因 为 ， 任 何 连续 模 5, 总 是 可 以 用 不 超过 
名 的 更 小 的 一 个 模 来 代替 。 了 在 x 的 连续 性 是 一 种 局 部 的 性 质 ， 
也 就 是 说 ， 这 种 性 质 只 同 zo 的 菜 个 无 论 多 么 小 的 误 域 内 的 值 有 
关 . 

我 们 已 经 看 到 ， 西数 对 于 某 些 点 可 以 是 连续 的 。 而 对 于 另 一 
些 点 则 可 能 是 间断 的 . 如 果 一 个 函数 在 菜 个 区 间 的 每 一 点 上 都 是 连 
深 的 ， 则 称 此 阴 数 在 该 区 间 上 是 连续 的 . 这 时 ， 对 于 区 间 的 每 一 
点 zo 来 说 ， 我 们 都 有 连续 机 5 二 6(e), 它 下 能 随 zo 而 变化 ， 并 反 
疾 了 在 不 同 的 点 zo 附近 Y 随 > 变化 而 变化 的 不 同 速率 . 

如 果 对 于 某 个 区 同 ， 我 们 能 够 找到 统一 的 (好不 依 开 于 区 同 中 
具体 的 点 ro 的 ) 连 续 模 5 = He), 划 称 了 在 此 区 间 上 是 一 -至 连续 的 ， 
因此 ,加 果 对 于 每 一 个 正 数 <, 存 本- 个 正 数 全 使 得 |f(2)- fl)| < 
,其 中 友和 和 za 是 某 个 区 间 中 清 足 jz zol < 6 的 任何 两 个 点 ,出 
f(z) 在 此 区 间 上 是 一 致 连续 的 ， 

对 于 一 致 连续 函数 y = f(x) 来 说 不 论点 > 夺 区 间 中 位 置 如 
何 , 只 要 这 些 z 彼此 充分 接近 ， 则 相应 的 y 值 之 差 为 “任意 小 ”. 在 
某 些 方面 . 一 致 连续 性 比 单 纯 的 局 部 连续 性 更 接近 于 直观 的 概念 

例如 ,函数 f(z) = 5z + 3, 对 于 自 变量 的 一 切 值 来 说 ， 是 一 致 
连续 的 ， 团 为 当 取 |z 一 zo < 二 时 ，|/(2) 一 fro)|= 5 一 ml < 
于 是 He) = 计 。 表示 一 至 的 连续 模 

函数 f(z) = x? 在 + 的 无 限 区 间 上 显然 不 是 一 致 连续 的 ， 因 
为 很 清楚 ， 只 要 z 充分 大 ， z 的 微小 改变 能 够 引起 x? 的 任意 大 
的 改变 ， 看 一 看 整数 = 的 平方 数 表 便 可 得 知 ， 当 = 增加 时 ， 相 继 
的 平方 铬 间隔 越 来 越 大 . 但是， 如 果 我 们 只 考虑 属于 男 定 的 有 限 闭 
区 同 lo, 贡 的 各 对 点 zzo 值 ， 则 可 找到 一 致 的 连续 模 ， 事 实 上 ， 当 


Iz 一 20) < 5 时， 我 人 有 


Fle) — Fzo)[= |r? —z8| = is— zolle + xol 
<2 = zol(ll + Jo < 25(8 + lol) = 
加 到 6 吉本 < 
对 于 函数 f(z) = 汪 ( 各 x 关 0 时 ), Jo} = 0. 也 会 出 现 同 
样 的 情况 ， 让 我 们 考 虐 使 得 此 函数 在 其 中 处 处 连续 的 有 界 财 区 同 
a < x < 4 这样 的 区 间 不 能 包 全 学 标 原点 ， 因 为 华 标 原点 是 间断 
点 因此 = 和 "必须 具有 相同 的 符号 、 重 设 。 和 8 部 是 正 值 ， 那 
么 ， 对 于 属于 此 区 网 并 满足 lo - zo| < 5 的 = 和 zo, 我们 有 


1 5 
一 一 | 一 zol = 
‘Jz za lzo 


ji ， 

如 时 取 6 二 四， 所以， 此 函数 熙 区 间 [, 避 上 是 一 致 连续 的 . 当然 
这 也 同时 证 明了 函数 f(z) = 二 对 于 每 一 个 点 zo > 0 来 说 是 连续 
的 ， 因 为， 每 一 个 这 样 的 点 xo 都 能 被 包 售 在 某 个 区 间 a < zo < 6 
之 中 ， wz 均 为 正 数 ， 如 果 我 们 将 * 限制 在 一 个 属于 此 区 间 中 的 
zo 的 人 域内 ， 则 表达 式 6 = o?s 是 函数 在 zo 的 连续 模 - 

上 述 务 山中 的 连续 函数 , 在 定义 域 中 的 任何 有 界 闭 区 但 上 是 连 
续 的 ， 实 际 上 ， 它 表明 了 一 个 普遍 事实 0 :. 

任何 函数 , 如 果 在 一 个 有 界 闭 区 间 上 是 连续 的 , 自然 在 此 区 
则 上 是 一 至 连续 的 - 

正如 上 述 栈 2z? 的 镜子 所 表明 的 ， 区 间 有 界 这 个 限制 是 不 


可 缺少 的 。 同样， 我 们 必须 规定 区 间 是 闭 的 ; 例如 ， 函 数 y = 二 


在 开 区 间 < x < 1 中 是 连续 的 ,但 是 在 此 区 则 中 并 不 是 一 至 连续 

的 ， 只 要 = 充分 搂 近 坐标 原点 ， 则 x 的 任意 小 的 改变 就 能 引起 y 

的 任意 大 的 改变 ， 因 为 假如 说 对 于 区 间 (0,1) 来 说 存在 一 致 的 连续 
1 证 明 在 补 篇 中 (第 110 页 ) 给 出 . 
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模 5te)， 那么 我 们 就 可 取 例 如 zo < 5 = 二 ao; 显然 ， 只 要 zo 充分 
小 | 汪 一 二 |= 去 便 大 于 任何 预先 指定 的 。 结果 就 与 存在 着 
一 致 的 5(e) 这 一 假设 相逢 盾 

利 普 希 芯 (Lipschitz) 连续 性 一 一 赫 尔 德 (Halder) 连 续 性 

在 上 述 关于 区 间 [, 匡 上 的 一 臻 连续 冰 数 各 例 中 ， 我 们 找到 的 
是 一 个 特别 简单 的 连续 模 ， 即 与 = 成 正比 的 5(e), 这 一 事实 的 最 一 
般 情况 ， 就 是 由 所 谓 按 利 着 希 区 连续 的 画 数 f(z) 来 帮 示 的 ， 即 对 
于 区 间 [6, 机 上 的 一 切 zez, 以 及 国定 的 值 ,函数 满足 如 下 形式 
的 不 等 式 


If(z2) — fz) < Llrs — zil 


(所 谓 利 普 希 区 条 件 ). 利 普 希 英 连 续 性 的 含义 是 ， 对 于 区 间 [下 的 
任何 两 个 不 同 的 点 构成 的 “ 差 商 
flz2) — f(z1) ， 
2 一 1 

其 绝对 值 决 不 超过 一 个 固定 的 有 限 值 ,或 者 说 映射 y= f(z) 把 
= 轴 上 点 问 的 距离 最 多 放大 到 倍 ， 显 然 ， 对 于 利 普 带 区 连续 的 
函数 来 说 ， 表 达 式 5(e) = 开 是 连续 模 ， 因 为 当 jz2 一 al < 二 
时 ，|ytza) - lzb)| < < 反之 ， 具 有 与 < 成 正比 的 连续 模 ， 辟 如 说 
6(e) = ce 的 任何 函数 ， 都 是 利 普 项 区 连续 的 ， 此 时 工 二 . 

在 第 二 章 中 将 会 看 到 ， 我 们 所 遇 到 的 多 数 函 数 ， 除 了 在 若干 
立 点 以 外 ， 都 是 利 普 希 菊 连 续 的 ， 因 为 它们 的 导数 在 不 包含 这 些 孤 
立 点 的 任何 闲 区 间 中 都 是 有 办 的. 但 是 ， 利 普 希 获 连续 性 对 于 一 至 
连续 性 来 说 ,只 是 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 ，f(x) = VE( 当 => 0 
时 ) 和 在 m = 0 附近 给 出 了 是 一 致 连续 函数 但 不 是 利 普 希 苞 连续 
函数 的 一 个 最 简单 的 例子 ， 这 里 ， 当 = 充分 小 时 ， 差 商 


f(r) -0 _ 1 


oe] VE 


变 为 任意 大 ， 因 而 不 能 以 固定 的 常数 上 为 界 ， 所 以 不 可 能 选取 与 = 
成 正比 的 5(e); 但 是， 对 于 这 个 函数 来 说 ， 存 在 另外 的 非 线性 的 连 
续 模 ， 例 如 6(e) = 2. 

函数 Vz 属于 称 为 “ 薪 尔 德 连续 ”的 一 类 函数 ， 这 一 类 图 数 对 
于 在 区 间 上 的 一 切 =u zs 满足 “ 赫 尔 德 条 件 ” 


1f(za) ~ fr) < Llra — xl", 


其 中 上 和 a 是 固定 的 常数 ， 而 这 个 “ 赫 尔 德 指数 "a 的 取 值 限 于 
0 < a < 1. 对 于 赫 尔 德 指 数 的 特定 值 a = 1, 则 得 到 利 普 希 艾 连 续 
郊 数 . 

显然 ， 5 = 去 e 上 * 是 赫 尔 德 连续 函数 f 可 能 有 的 连续 模 ; 
这 里 5 与 e 支 成 正比 ， 而 不 本 身 成 正比 ”函数 f(z) = Vz 是 
赫 尔 德 连续 的 ， 其 指数 a = 二- 这 - 点 可 由 不 等 式 


ly 机 一 Vil< le -zl 
得 知 ， 因 为 只 要 注意 到 
[vez ~ vai| < IVz2 + vol 

并 乘 以 |Yz3z vy 可 |, 便 可 推出 . 于 是 便 得 到 Vz 的 连续 模 5(e) = 2， 
正如 前 面 所 指出 的 . 

更 一 般 地 ， 分 数 短 f(z) = ze( 当 0 < a < 1 时 ) 是 赫 尔 德 连续 
的 ， 其 赫 尔 德 指数 为 oa. 

赫 尔 德 连续 函数 ， 仍 未 将 一 切 一 致 连续 的 函数 包括 无 遗 . 我 们 


不 难 建立 一 些 连续 函数 的 例子 ， 对 于 它们 来 说 ，* 的 宕 不 能 够 作为 
连续 模 ，〈 见 第 133 页 ， 问 题 13.) 


e, 中 间 值 定理 . 反 淫 数 


个 连续 的 、 因 而 就 不 存在 “ 哑 跃 ”的 函数 ， 如 果 不 经 过 所 有 
中 同 的 值 ， 就 不 能 从 一 个 值 变 到 另 一 个 值 ， 这 一 点 在 直观 上 是 没有 
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疑问 的 .这 一 事实 ， 可 由 所 谓 中 间 值 定理 来 表达 (定理 的 严格 证 明 
在 补 篇 中 给 出 ， 见 第 111 页 )- 

中 间 值 定理: 考虑 在 某 个 区 间 的 每 一 点 上 都 连 续 的 函数 f(z). 
设 和 4 十 此 区 的 任何 两 个 点 ,而 ?是 f(o) 和 7 之 间 的 任 
何 一 个 数 . 则 在 " a 和 之 问 存在 数 人 € 使得 1(0 = 三 个 

在 几何 上 进行 解释 时 ， 中 辣 值 定理 表示 : “如 果 连 续 函 数 了 的 图 
形 上 的 两 个 点 (ac, fa)) 和 (6, f(b)) 位 于 与 > 辆 平行 的 线 y = 了 的 
两 侧 ， 则 此 平行 线 同 函数 的 图 形 相交 于 某 一 个 中 间 点 (部 图 1.32)- 
当然 ， 也 可 能 存在 多 个 交点 .在 某 些 重要 的 情况 下 ， 即 当 函 数 f(z) 
在 整个 区 间 上 单调 增加 或 单调 减少 时 ， 只 能 有 一 个 交点 ， 因 为 这 时 
对 于 两 个 不 同 的 上 值 ， f 不 能 取 相 间 的 什 9. 


7= f(x) 


上 
1 
| 
1 
上 
| 
二 


图 1.32 中间 值 定理 


我 们 取 函 数 f(z) = z? 作为 一 个 例子 ， 这 个 函数 在 区 间 1 < 
z < 2 上 是 单调 增加 和 连续 的 ， 这 里 ， AD = 1 7(2) =4 取 1 和 
4 之 间 的 数值 2 作为 7, 我 们 看 出 , 在 1 和 2 之 间 存 在 唯一 的 上 使 
得 如 = 2. 当然 ， 这 个 数 是 由 V3 来 表示 的 . 
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反 呈 区 的 连 红 性 

对 于 定义 在 区 问 e < = < 5 上 的 任 全 单调 增加 的 连续 消 数 f(z) 
来 说 ， 我 们 看 出 ， 对 于 每 一 个 满足 f(a} < ?< fb 的 w, 正好 存在 
一 个 满足 a。< EX 的 避 使 得 AS) = 加 设 a= f(a),6 = 7 的 
因为 是 由 9 唯一 确定 的 ， 所 以 这 就 表示 出 : 一 个 定义 在 闭 区 间 
[e. 可 上 变量 为 了 的 函数 gm). 我 们 称 这 个 西数 g 为 了 的 反 
星 数 . 因为 较 大 的 & 对 应 着 较 大 的 9 = fl6), 所 以 函数 9 仍然 是 单 
调 增 加 的 ， 不 难 证 明 ， 反 应 数 9 也 是 连续 的 . 
事实 上 , 设 9 是 和 有 之 条 的 任 一 值 ( 见 图 1.33)， 这 时 ， 
6 = 9 必然 位 于 a = g(a) 和 b= 9(8) 之 间 ， 设 = 是 给 定 的 正 
数 ， 我 们 可 以 假设 = 是 如 此 之 小 ， 以 致 a < 一。 < €+ <b 我 们 
必须 证 明 ， 对 子 所 有 充分 接近 ? 的 包 jp( 及 一 99 < <. 因为 了 是 
增加 的 ， 所 以 了 = X(6) 位 于 7(E ~-e) = 4 和 f(#+s)=B 两 值 之 
间 ， 于 是 我 们 能 够 找到 如 此 之 小 的 5, 使 得 


A<n—-i<ni+s<B. 


如 果 y 是 满足 n-5<y<7n+5 的 尾 条 值 ， 而 > = g(w); 我 们 则 有 
A4<y<B, 所 以 (A) < 9(y) < 9(B), 即 6~e < gty) <&+5, 或 者 
gty) 一 gln)| < s. 当 9 是 g 的 定义 区 间 的 问 点 a 和 有 之 一 时 ， 同 
样 的 证 明 ， 稍 作 更 动 ， 仍 可 采用 .  “. 
关系 式 Y = flx) 和 z= gly) 是 等 价 的 ， 并 县 在 x,y 平面 上 是 

由 向 样 的 图 形 来 表示 的 ， 在 z,y 平面 上 满足 ! = ftx) 的 点 {z, 妇 )， 
和 那些 满足 > = g(y) 的 点 是 同样 的 。 如 果 按 通常 习惯 的 方式 将 函 
数 9 表示 为 y= 多 zh) 我 们 则 必须 交换 z 和 g 的 位 置 ， 这 时 ， 取 
= f(x) 的 图 形 相 对 于 直线 y = z 对称 的 镜 象 ， 便 得 到 = giz) 
的 图形 ， 例 如 ， 函 数 f(z) = x*( 当 x > 0 时 ) 的 图 形 ， 和 上 反 画 数 
8(z] = v3 ( 当 z >0 时 ) 的 图 形 ， 便 是 如 此 ( 见 图 1.34). 

了 上 了 中 间 信 定理 对 于 开 区 后 /四 < 9 < fb 中 的 选 定 了 .而 对 于 
二 天 0) 或 日 二 f(5), 我 们 当然 内需 取 一 a 或 == 记 
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图 1.33 单调 连续 函数 的 反 函 数 的 连续 性 


图 1.34 ” 反 郴 数 


1.3 初 等 活 数 
a. 有 理 函 数 


现 在 我 们 来 简略 地 回顾 一 下 熟知 的 初等 西 数 . 最 简单 的 - -类 函 
数 是 通过 反复 进行 初等 运算 一 一 加 法 和 乘法 而 得 到 的 ， 如 果 我 们 
把 这 些 运算 用 到 自 变量 z 和 一 组 实数 a1,… ,an 上 ， 便 得 到 多 项 
式 


四 
攻 一 ao 十 qi 和 十 十 ng 


多 项 式 是 数学 分 析 中 最 简单 的 函数 ， 而 从 某 种 意义 上 来 说 , 也 
是 基本 的 函数 . 
两 个 这 样 的 多 项 式 组 成 如 下 形式 的 商 : 
G0 十 QI 人 十 十 QnT” 
YT bbrT bem 
就 是 一 般 的 有 理 函 数 ; 有 理 函 数 在 分 母 不 为 零 的 所 有 点 .上 都 有 定 
义 . 
最 简单 的 多 项 式 ， 即 线性 函数 


y= azr+b, 
在 图 上 是 由 一 条 直线 来 赈 示 的 ， 每 一 个 二 次 函数 
y=ar? + br te, 
是 由 一 条 抛物 线 来 类 示 的 ， 三 次 多 项 式 
y=ars+bre +certd 


的 图 形 ， 有 时 也 称 为 三 次 抛物 线 ， 等 等 . 

在 图 1.35 上 给 出 了 函数 y =,z" 当 指 数 ”= 1,2,3,4 时 的 图 
形 ， 当 为 偶数 时 ， 函 数 y = xz” 满足 方程 f(x) = f(z), 因而 是 
侦 函 数 ， 当 n 为 奇数 时 ， 此 函数 满足 条 件 /一 z) = 一 f(z), 因而 是 
奇 函 数 . 
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了 
本 


图 1.35 z 的 振 


第 30 页 上 提 到 过 的 冰 数 y = 二 乃 是 有 理 函 数 ( 除 多 项 式 外 ) 
的 最 简单 的 例子 ， 其 图 形 是 等 轴 下 曲线 ， 另 一 个 例子 是 函数 y = 
韦 砚 图 126, 第 如 页 )， 


b. 代数 浮 数 


为 了 解决 寻求 有 理 函数 的 反 函数 问题 , 我 们 就 不 得 不 超出 有 理 
函数 集合 的 范围 ， 其 典型 实例 是 函数 Vz 一 一 +” 的 反 函 数 .不 难 
看 出 ， 当 z >0 时 ， 函 数 y = z" 是 单调 增加 的 和 连续 的 ， 因 此 
它 具有 单 值 的 反 函 歼 ， 我 们 用 符号 z = ?多 来 表示 ， 而 加 果 交 换 因 
变量 和 自 变量 所 用 的 字母 ， 则 可 用 符号 


zy 一 35 = 2 二 


来 表示 根据 定义 ， 这 个 根 总 是 非 负 的 ， 当 n 为 奇数 时 ， 对 于 所 有 
的 x 值 (包括 负 值 ) 来 说 ， 函数 z" 是 单调 的 ， 因 此 ， 当 为 奇 数 


.2 


时 ， 我 们 可 以 把 Wz 的 定义 唯一 地 扩充 到 所 有 的 * 信 ; 在 这 种 情 
况 下 ， 对 于 负 的 * 值 来 说 。 Wz 是 负 的 . 
更 一 般 地 ， 我 们 可 以 考虑 

y= VR(z), 
其 中 R(x) 是 有 理 孙 数 。 如 果 对 - -个 或 儿 个 这 种 特殊 的 阔 数 进行 有 
理 运算 ， 则 可 构成 更 多 的 同类 型 的 函数 . 例如， 我 们 可 以 这 样 来 构 


成 丙 数 
y= Vit Yetl, y=r+ Vtl. 
这 些 陶 数 都 是 代数 函数 的 特 妹 情况 ， (代数 函数 的 _ 般 概念 将 在 
第 一 卷 中 来 定义 . ) 
c. 三 角 函 数 

有 理 函 数 和 代数 函数 是 由 初等 运算 直接 定义 的 , 而 几何 学 则 是 
首次 产生 另 一 些 本 教 一 所 谓 超 直 隐 数 ) 各 种 实例 的 源泉 ， 这 
里 , 我 们 只 考虑 其 中 的 初等 超越 函数 ， 即 三 角 函 数 、 指 数 函 数 和 对 
数 耳 数 . 

在 分 析 研究 中 ， 一 个 角 不 是 用 度 、 分 和 秒 来 度量 的 ， 而 是 用 弧 
度 来 度量 的 ， 我 们 把 要 度量 的 角 的 顶点 ， 放 在 半径 为 1 的 圆 的 中 
心 ， 而 取 此 角 所 割 的 圆 绝 的 长 度 来 度量 此 角 的 大 小 2. 因此 ， 180° 
的 角 同 r 强度 的 角 是 一 一 样 的 ( 即 具有 7 张 度 ), 90? 的 角 具 有 二 释 
度 ，45° 的 角 具 有 工 弧度 ， 360° 的 角 具有 2x 弧度 ， 反 之 ， 
度 的 角 ， 如 果 用 度 儿 玉 量 则 为 


180 二 一 ;或 者 近似 于 57?17'45”. 


今后 ， 当 我 们 说 到 角 = 时 ， 指 的 则 是 弧度 为 z 的 角 . 
J 一 词 并 非 意味 着 任何 特殊 深 呈 与 神秘 ， 它 仅仅 指出 这 些 西数 的 定义 超出 
分 名 的 缴 度 也 可 定义 为 单位 回 上 角 所 对 应 的 遍 形 面积 的 两 入 
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图 136 三 角 函 数 


我 们 简略 地 区 顾 一 下 三 角 函 数 sinz,cosz,tanz,cotz 的 意义 了 了. 

这 些 函 数 表示 在 图 1.36 上 ， 其 中 ， 角 z 是 从 (长 度 为 1 的 ) 线 
段 OC 量 起 的 ， 并 且 认 为 反 时 计 方向 上 的 角 是 正 的 ， 函 数 cosz 和 
sinz 是 点 4 的 两 个 直角 坐标 .在 图 1.37 和 图 1.38 上 。 给 出 了 函数 


sinz, cosz,tanz, cotx 的 图 形 . 


图 1.37 


以 后 〈 昨 第 341 页 ), 我 们 还 能 用 分 析 的 定义 来 代 堆 几何 的 定 
义 . 


也 引入 函数 secz 一 


1 ,cscz = -二 在 时 也 很 方 全 
or Hn 
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一 < 


3 二 lan 过 


ycotx 


DR 


图 1.38 


d. 指数 函数 和 对 数 函 数 
除了 三 角 画 数 以 外 ， 以 正 数 a 为 底 的 指数 邑 数 


二 
及 其 反 函 数 ， 即 以 a 为 底 的 对 数 函 数 
T= logay, 


也 属于 初等 超越 函数 范围 在 初等 数学 中 ,定义 这 些 丁 数 时 所 员 到 
的 某 些 固有 困难 通常 是 被 略 去 的 ;在 这 里 ， 我 们 也 还 是 要 等 到 有 了 
更 好 的 定义 方法 以 后 ， 再 来 详细 地 讨论 它们 ( 见 2.5 节 ， 第 165 页 )， 
但 是 , 在 这 里 我 们 至 少 可 以 指出 定义 这 些 了 数 的 一 种 “初等 "方法 . 

如 果 z = 二 是 有 理 数 (其 中 p,q 均 为 正 整数 ),a 是 正 数 , 这 时 , 我 们 
把 oz 定义 为 War = a* ,按照 约定 , 这 里 的 根 应 取 为 正 的 . 因为 有 
理 数 2 是 处 处 稠密 的 ， 自 然 可 将 此 函数 o 的 定义 域 扩充 到 无 理 数 
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上 ， 而 成 为 一 个 连续 函数 ， 即 当 zx 为 无 理 数 时 ， 给 =, 使 它 与 z 是 
有 理 数 时 已 有 定义 的 值 连续 . 这 就 定义 了 一 个 连续 函数 = a* 一 一 
指数 函数 ， 对 于 所 有 z 的 有 理 值 来 说 ， 此 函数 给 出 了 前 述 的 ez 的 
值 ， 这 样 的 延 拓 实际 上 是 可 能 的 ， 并 且 只 能 按 一 种 方式 来 实现 ， 目 
前 我 们 认为 这 是 当然 的 ， 但 是 必须 记 住 ， 我 们 仍然 需要 证 明 情况 
的 确 如 此 3. 

于 是 ， 当 yy > 0 时 ， 函 数 


T=logay 
可 以 被 定义 为 指数 函数 的 反 函数 ，z = logsy 是 使 得 y = ar 的 数 . 
e, 复合 函数 ， 符 号 积 ， 反 函数 


通常 构成 新 的 函数 的 方法 , 不 只 是 通过 用 有 理 运算 来 组 合 已 知 
函数 的 途径 ， 而 还 有 更 一 般 且 基本 的 方法 ， 即 组 成 函数 的 函数 或 复 
合 函数 法 . 

设 4= yp{z) 是 一 函数 ， 其 定义 域 为 区 则 a < z < 5b, 其 值 域 处 
于 区 间 w < w < 8 之 中 . 此 外 ， 设 y= 9(u) 是 定义 在 a <u<8 上 
的 函数 . 这 时 ， glyp(z)) = f(z) 在 a < xz <b 上 定义 了 少数 f， 此 画 
数 是 由 9 和 p“ 复 合 的 ” 或 组 成 的 ” 函数 . 例如 ， f(z) = TT 
是 由 函数 p(s) 一 1+ zz" 和 glw) = 十 组 成 的 ， 同 样 地 ， 函 数 
f(z) = sinl 是 由 we) = I 和 g(w) = sinu 组 成 的 . 

通过 映射 来 解释 复合 昂 数 是 有 益 的 . 映射 p 把 区 间 [a, 引 的 每 
一 点 转化 为 区 间 [e, 58] 中 的 点 耻 映射 9 把 [a, B] 中 的 任 一 值 转 
化 为 点 y. 映射 了 是 映射 9 和 2 的 “符号 积 "gy, 也 就 是 依次 相继 实 
现 p 和 9 的 映射 ; 对 于 [a, 引 中 的 任何 7, 我 们 在 映射 之 下 取 它 的 
像 &, 然后, 把 g 作用 于 像 4 = y(z), 使 得 到 g(p(z)) = f(x) =y( 见 
图 1.39)， 对 于 任何 类 型 的 运算 来 说 ， 这 样 的 符号 积 gp 都 是 自然 

1) 证 明 在 第 174 页 上 . 
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的 和 富有 意义 的 ， gy 表示 : 首先 进行 w, 热 后 对 所 得 疆 采 再 进行 
9 0. 应 注意 不 要 把 两 个 函数 的 符号 积 gx = g(w), 同 两 个 西数 的 普 
通 的 代数 积 H(z) 9(z) 相 混淆 ， 在 代数 积 中 ， g(z) 和 plz) 二 者 
是 对 相同 的 自 变量 > 构成 的 ( 即 作 用 于 相同 点 的 映射 ), 并 且 取 两 个 
函数 之 值 的 乘积 ， 


pees 


图 1.39 ”两 个 肤 射 的 符 积 ge 二 了 


当然 ， 不 能 指望 符号 积 一 定 是 可 交换 的 ， 一 般 说 来 ， g{y) 和 
?(9} 是 不 同 的 ， 即 使 二 者 都 有 定义 运算 进行 的 次 序 是 关系 重大 
的 ， 例 如 ， 如 果 ”代表 “在 某 个 数 上 加 1” 的 运算 ， 而 9? 代表 “用 2 
来 乘 某 个 数 " 的 运算 ， 则 有 


g(P{2)) = AE 1 1) = 2 +2 
elefz)) = [22) +1 =25+1. 


(网 图 140) 
为 能够 构 或 两 个 映射 的 答 号 积 gp,* 因 子 "g 和 必须 在 下 述 
意义 下 相互 适应 ， 即 9 的 定义 域 必须 包括 p 的 什 域 ， 例 如 ， 当 


gD) = VE Pl) = 1 
1 符 导 积 pxp 相当 于 首先 进行 w 瞎 射 、 然 后 进行 9g 映射 { 迷 这 样 的 次 序 ), 这 一 


点 初 丰 起 来 似乎 不 大 自然 ， 但 实际 上 是 符合 数学 中 常用 的 领 全 的 ， 叶 把 蜀 数 fz) 的 外 
变量 = 写 存 消 数 符号 了 的 右边 例如 ， 丰 sin(log =*) 中 ， 我 们 总 是 这 样 来 理解 ， 首 先 


取 z 的 对 数 ， 然后 亚 取 对 数 的 正 . 而 不 是 相反 . 


2x+1 2F+DTD 


图 1.30 映射 的 不 可 交换 性 


时 ， 我 们 就 不 能 构成 gv. 
考虑 由 多 次 复合 而 成 的 函数 是 需要 的 ， 例 如， 画 数 
fz) = v1+ tan(e’) 


可 以 通过 依次 组 合 
Ve) = 2, pp) = 1+ tang, 9(6) = VE = flz) 


而 构成 ， 如 果 用 符号 来 表示 ， 则 可 写 为 f = gy 

尺 生 数 

如 果 从 映射 之 积 的 角度 来 看 ，“ 反 函数 " 的 概念 会 变 得 更 为 清 
楚 我们 考虑 映射 w, 它 把 ” 定义 域 中 的 点 = 变 成 像 二 = wp(z), 并 
且 是 把 不 同 的 = 映射 为 不 同 的 w 这 时 ， 映 射 称 为 “一 对 一 ”的 . 
于 是 ， 一 个 数值 4 至 多 是 一 个 数值 x 的 像 、 我 们 可 将 ” 值 域 中 的 
每 一 个 4 同 数值 x = glw) 联系 起 来 fu 是 > 在 映射 p 之 下 的 银 ). 
这 样 ， 我 们 就 定义 了 一 个 映射 % 其 定义 域 是 9 的 值 域 ， 而 当 此 映 
射 作 用 于 映射 e 的 像 4 = 9[z) 虹 ， 便 重新 得 到 原来 的 数值 =, 即 
sefz) 二 zw. 我 们 把 9 称 为 9 的 站 (映射 ) 或 反 函数 ， 这 种 情况 可 
用 符号 方程 pz = z 来 表示 . 


我 们 定义 便 等 映射 I 即将 每 一 个 x 映射 到 其 自身 的 映射 ， 如 
果 g 是 2 的 授 ， 则 gp = I. 映射 了 对 符 号 乘法 所 起 的 作用 ， 与 
1) 更 确切 地 说 ， 在 P 的 定义 域 中 ， gw 恒 司 于 工 
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普通 乘法 中 数 1 的 作用 相同 , 用 工 来 乘 ， 不 会 使 映射 发 后 改变 . 
因此 ， 方 程 gp = 1 提示 我 们 对 ” 的 反 函数 采用 记号 g = x-1. 例 
如 ， 医 数 &== sinz 的 反 丽 数 2 = arc sinu 常常 用 zx = sin-1u 来 表 
示 D. 

从 9 是 只 的 反 冰 数 这 一 定义 立 邹 可 知 ，% 也 是 9 的 反 蚌 数 ， 
因而 不 仅 gletz]) = z, 而 且 还 有 etg(w) = 必 

* 在 区 间 a < x 三 训 上 定义 的 单调 函数 = w(z), 显然 是 本 此 
区 则 上 定义 了 一 个 一 对 一 的 映射 此 外 ,如果 ”> 是 连续 的 ， 那 么 正 
如 前 面 已 经 讲 过 的 ， 从 中 间 值 定理 (第 47 页 ), 我 们 知道 p 的 秆 域 
是 端点 为 [a} 和 pb) 的 区 间 .， 这 时 ， 在 后 一 区 间 上 ， vy 的 反 咕 
数 g 存在 ,并且 仍然 是 单调 的 和 连续 的 ， 实 际 上 ， 单 证 连续 函数 


是 具有 反 函 数 或 定义 一 对 一 映射 的 唯一 的 连续 函数 国 为 ， 假 设 


seesneeee 


z = wef(z) 是 闭 区 间 w， 引 上 的 连续 商 数 , “并 把 此 区 间 上 不 同 的 z 映 
射 为 不 同 的 < 则 特别 是 ,数值 P(c] = a 和 ”{( = 8 是 不 同 的 . 臂 
部 说 ， 我 们 假设 a < 8. 这 时 ， 我 们 能 够 证 明 ， 在 整个 区 间 . 上 *(o) 
是 单调 增加 的 ， 因 为 如 果 不 是 这 样 .我们 就 能 找到 两 个 数值 c 和 忆 
Qc<d<b 使 得 x(d) < pte). 如 果 在 这 里 还 有 yld) > plo}. 则 
由 中 间 值 定理 可 知 ， 在 区 间 [a,d] 中 存在 &. 使 得 人) = wld). 这 个 
< 将 不 同 于 d, 因而 这 一 映射 就 不 能 是 一 对 一 的 。 另 一 方面 ， 如 果 
eg < ¥(%) = a 则 可 得 知 。 2(o] 是 w( 四 和 ww[) 之 间 的 数值 ; 这 
时 在 了 和 ?之 间 将 存在 数值 4 使 得 w(#) = le), 而 这 也 同 的 一 
对 一 的 性 质 相 也 盾 . 

复合 函数 的 一 个 重要 的 、 近 于 明显 的 性 质 是 : 如 果 9 和 ”都 
是 连续 的 ， 则 g[w(z)( 在 有 定义 处 ) 是 连续 的 ， 事 实 上 ， 对 于 给 定 
的 正 数 *, 由 于 函数 9 的 连续 性 ， 我 们 有 


|f (2 — flzo)| = lg(e(e)) ~ glpironl < e, 


当 ip(z) 一 plzo)| < 时， 可是， 因为 v 也 是 连续 的 ， 所 以 对 手 清 
足 忆 一 zol < 2( 其 路 为 某 一 个 适当 的 正 数 ) 的 所 有 zx, 必定 有 


1 不 要 把 这 种 写法 同 代数 上 让 全 数 < 相 更 沁 . 
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Ie(z) - olzojl < 6. 因 认 


[f(z) — f(zo)| <e 当 |z— zol <6 时, 


这 就 证 明了 f 的 连续 性 . 
借助 于 这 个 一 般 定 理 来 证 明 像 Vi 一 这 样 的 复合 函数 的 连 
续 性 ， 要 比试 图 直接 作出 此 函数 的 连续 模 要 容易 得 多 . 


1.4 序列 


至 此 , 我 们 已 经 考虑 了 连续 变量 的 函数 ， 即 其 定义 域 是 由 一 个 
或 几 个 区 间 组 成 的 ， 但 是 ， 在 数学 上 出 现 许多 这 样 的 情况 ， 其 中 因 
变量 a 依赖 于 正 整数 ”这样 的 扼 数 e(n), 把 每 一 个 自然 数 同一 
个 数值 联系 起 来 函数 a(n) 称 为 序列 特别 是 ， 如 果 % 遍及 所 有 
的 正 整 数 ， 则 称 为 无 穷 序列 . 通常 我 们 把 序列 的 “第 n 个 元 素 ” 写 
为 on, 而 不 写 为 a(n), 并 且 认为 构成 序列 的 元 素 是 按 下 标 ” 增加 的 
次 序 排序 的 : 

01, 02，03， 

这 里 ， 可 以 按 任何 规律 来 规定 数 a 对 于 ” 的 依赖 关系 ， 特 别 是 ， 
数值 on 不 必 彼 此 全 不 相同 序列 的 概念 ， 通 过 一 些 实例 是 很 容易 
理解 的 . 

(D 前 w 个 正 整 数 的 和 


Sm =1+2+3 二 十 和 = 二 ne+ 了 
是 ?” 的 函数 ， 并 给 出 序列 
1,3,6, 10, 15,... 


{2) 另 一 个 简单 的 ”的 函数 是 “的 阶乘 ”的 表达 式 ， 即 前 
个 正 整数 之 积 : 
WN=1.2.3...n. 


(3) 每 一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 果 不 是 素数 ， 则 可 为 多 于 两 个 正 
整数 所 医 除 ， 如 果 是 素数 ， 则 只 能 为 其 本 身 和 1 所 获 除 .我 们 显然 
可 以 把 能 整除 n 的 除数 的 个 数 T(n) 看 作为 ”本身 的 晒 数 对 于 前 
几 个 数 ， 此 晒 数 由 下 表 给 出 : 


n=123456789101112 
Tn)=122324243426 


(4) "lm), 即 小 于 数 n 的 素数 的 个 数 ， 是 数论 中 的 一 个 非常 重 
要 的 序列 ,对 此 序列 的 详细 研究 ， 是 最 引 人 注 目的 问题 之 一 ， 其 主 
要 结果 是 :对 于 大 的 n 值 ， 数 x(m) 可 以 用 函数 0 浙 近 地 给 
出 习 , 这 里 logn 指 的 是 后 面 (第 84 页) 将 要 定义 的 以 。 为 自然 基底 
的 对 数 . 


15 数学 归纳 法 


我 们 在 这 里 插入 一 段 关于 一 种 很 重要 的 推理 方法 的 讨论 , 许多 
数学 思想 都 用 到 这 种 方法 . 

从 数 1 开始 并 且 从 ”向 叶 + 1 过 渡 ， 就 产生 了 整个 自然 数 序 
列 ， 这 一 事实 引出 了 带 根本 性 的 “数学 归纳 法 原理 "， 在 自然 科学 
中 ， 我 们 从 大 量 的 事例 出 发 ， 希 望 用 “经 验 归纳 法 ”去 得 出 一 个 普 
遍 成 立 的 规律 ， 那么 这 个 规律 可 靠 的 程度 ， 取 决 于 这 种 实例 或 “ 事 
件 " 被 观察 到 的 次 数 以 及 此 规律 被 证 实 的 次 数 ， 此 种 归纳 法 是 能 够 
使 人 非常 信服 的 ， 虽 然 它 并 不 具有 数学 证 明 的 逻辑 可 靠 性 . 

我 们 使 用 的 数学 归纳 法 ， 是 要 对 一 个 关于 无 限 序列 的 定理 ,用 
确定 的 逻辑 去 证 明 其 正确 性 ， 设 4 表示 与 任意 自然 数 n 有 关 的 命 
题 . 例如 ， 4 可 以 是 这 样 一 个 命题 ，“n + 2 边 的 简单 多 边 形 内 
角 之 和 是 180? 的 ” 倍 "或 nn， 为 了 证 明 这 种 类 型 的 命题 ， 用 前 

卫 也 就 是 说 ， 有 只 要 n 充分 大 ， 数 (mn) 用 数 Er 来 除 所 得 之 次， 同 1 相差 为 任 
意 小 . 
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10 个 、 前 100 个 甚至 前 1000 个 ” 值 来 证 明 它 ， 都 是 不 充分 的 . 
相反 ， 我 们 必须 采用 一 种 数学 方法 ， 现 在 首先 针对 此 例 来 说 明 这 种 
方法 ， 当 n= 1 时， 多 边 形 化 为 三 角形 ， 三 角形 的 内 角 之 和 已 知 为 
180?. 对 于 = 2 的 四 边 形 ， 我 们 画 一 条 对 角 线 ， 把 它 分 为 两 个 三 
角形 .这 就 说 明 ， 四 边 形 内 角 之 和 等 于 两 个 三 角形 内 角 之 和 相 加 ， 
即 180°+180°=2. 180°. 进一步 考虑 五 边 形 的 情况 ， 我 们 画 一 条 适 
当 的 对 角 线 , 便 可 把 它 分 为 一 个 四 边 形 和 一 个 三 角形 . 这 样 做 的 结 
果 ， 就 推出 五 边 形 内 角 之 和 为 2. 180" +1.180" 二 3.180°. 仿 此 , 我 
们 就 能 够 依次 地 对 于 n = 4 5 等 等 继续 进行 证 明 此 一 般 定理 ， 显 然 
命题 4 对 于 任何 ”的 正确 性 ， 是 由 于 它 对 于 前 一 个 ”是 正确 的 ; 
用 这 种 方法 ， 便 证 明了 命题 4 对 于 所 有 n 普遍 成 立 . 

一 起 表 述 法 

在 上 述 实例 中 , 证 明 命题 4 的 实质 所 在 , 乃 是 依次 地 对 于 41, 42， 
…,An,… 这 些 特殊 情况 来 证 明 4. 实现 这 一 点 的 可 能 性 取决 于 下 
列 两 个 因素 ， (1) 必须 给 出 一 个 普遍 的 证 明 来 表明 : 只 要 命题 4r 
成 立 ， 则 命题 4-+1 成 立 ， (2) 必须 证 明 命题 41 成 立 ， 这 两 个 条 
件 足 以 证 明 所 有 的 41, 42, 4s,… 的 正确 性 ， 这 就 构成 了 数学 归纳 
法 原理 . 下 面 ， 我 们 把 这 一 原理 作为 逻辑 上 的 基本 事实 而 承认 其 真 

数学 归纳 法 原理 可 以 用 更 一 般 的 抽象 形式 来 表述 ，“ 设 5 是 
由 自然 数组 成 的 任何 集合 ， 具 有 下 述 酚 种 性 质 ， (1) 只 要 5 包含 
数 7, 则 5 也 包含 数 + 十 1; (2) 5 包含 数 1. 这 时 ,说 5 是 所 有 自然 
数 的 集合 就 是 对 的 。 “如 果 我 们 把 所 有 使 得 命题 4 成 立 的 自然 数 
的 集合 取 作为 5, 便 得 到 上 述 数学 归纳 法 原理 的 那 种 提 法 . 

应 用 数学 归纳 法 时 常常 并 不 特别 指明 , 或 者 在 用 到 这 个 原理 时 
只 是 以 记号 “etc" 来 表示 . 在 初等 数学 中 , 这 种 事 特别 常见 . 但 是 ， 
在 比较 复杂 的 情况 下 ， 指 明 应 用 这 一 原理 则 更 为 可 取 . 

例 . 下 面 举 出 两 个 应 用 例子 作为 说 明 . 

首先 ， 我 们 来 证 明 前 n 个 自然 数 平方 之 和 的 公式 .对 于 小 的 
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Mi 辟 如 说 ”< 5). 经 过 一 些 试探 ， 我 们 发 现下 列 公式 (用 4 表示 ) 
成 立 10: 

n(nt+l)(2n 十 1)》 
一 一 1 一 一 

我 人 猜想 ， 这 个 公式 对 于 所 有 的 = 都 成 立 ， 为 了 证 明 ， 我们 疫 是 
使 得 4 成 立 的 任何 一 个 数 ， 即 


地 二季 二 各 十 … 十 ?= 


12 十 2 二 32 十 十 吧 一 


rtr 十 If(2r 十 1) 
ee 
在 两 边 加 上 (7 十 1)?, 我 们 得 到 


Pi DD 


6 
4 (r+ lr +22ir+1) +1] 
et 
然而 ， 这 正 是 用 7 二 1 来 代替 4 中 的 =” 所 得 到 的 命题 4-+1. 因 
此 ， 由 示 成 立 便 可 推出 4-1 成立。 于是， 为 了 对 于 一 般 的 % 来 

完成 4 的 证 明 ， 我 们 只 须 证 实 4, 的 正确 性 ， 即 
23 
6 
因为 这 显然 是 正确 的 ， 所 以 公式 4。 对 于 所 有 的 自然 数 都 成 立 . 
读者 可 以 用 类 似 的 步骤 来 证 明 


na 二 1) 1 
1 十 2 十 33 十 十 吗 一 [到 党 | - 
作为 对 于 数学 归纳 活 原 理 的 进一步 说 明 ， 我 们 来 证 明 


二 项 式 定理 ， 此 定理 的 命题 ,由 下 列 公式 来 表示 : 


ees ee 


人 + 有 一 四 二 ar 二 DD gog 


1:2 
mn )(n 2) -aa ., 
Ta Cw 
nn — Dn—2) 21 


1-2.3...in— 


了 版 懂 推出 ， 这 一 结果 正 是 项 罗 数 学 家 阿 基 米 德 {Archi-nedes) 在 他 关于 螺 笑 线 
的 著作 中 用 过 的 
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在 习惯 上 我 们 把 这 个 公式 写 为 下 列 形式 ， 
er 
一 的 上 a 人 pr 


这 里 。 二 项 午 雪 ( 信 ) 下 
fay a De Dt 下 
(7)= kl = Rm 


k=1,2. ,nl 


以 及 


(如果 我 们 省 多 二 1 (人 ) 的 一 般 公式 也 可 应 用 于 一 0 和 大 ==" 
的 情况 . ) 

如 果 对 于 某 -一个 半 来 说 4 成立， 那么 两 边 乘 以 (a+ 问 , 我 们 
得 到 


ta 上 Bt = (a+ | 人) 十 人 村 
-0 
Oe 


j= 于- 一 


{kD)! 

De mt) 加 
人 全) 
eve ee 全 

+ Dl (2 


并 
Ie] 
党 
-一 、 
bi 
— 
1 
-一 、 
本 
已 
一 
1 
~ 
E33 
E> 
一 一 
ll 


人) = 所 以 我 们 


这 就 是 公式 4nli. 又 因为 当 于 一 1 时 


1 
top = ()et (1)o=ats 


所 以 ， 对 于 所 有 自然 数 n 来 说 ， 二 项 式 定理 成 立 . 
1.6 序列 的 极限 


整个 数学 分 析 归 根 到 底 所 依据 的 基本 概念 ， 乃 是 无 穷 序 列 on 
的 极限 概念 ， 数 。 常常 用 近似 值 的 无 穷 序列 on 来 描述 ， 也 就 是 
说 ， 数 值 4 由 or 给 出 ， 如 果 我 们 把 下 讨 取 得 足够 大 ， 就 可 达到 任 
何 所 希望 的 精确 度 ， 当 把 数 表示 为 无 穷 小 数 时 ， 我 们 已 经 过 到 过 这 
种 表示 法 ， 即 把 数 表示 为 序列 的 极限 ; 这 样 ， 实 数 就 表现 为 具有 元 
位 数字 的 普通 十 进位 小 数 的 序列 当 n 增 大 时 的 极限 . 在 1.7 节 中 ， 
我 们 将 给 出 关于 极限 概念 的 严格 的 一 般 论 述 ; 在 这 里 我 们 先 通过 一 
些 重要 的 例子 来 说 明 极 限 的 思想 - 
序列 a1,02,… 由 一 串 矩 形 来 描绘 是 很 方便 的 , 其 中 元 素 on 对 
应 于 xy 平面 上 四 周边 线 为 x 二 nn 一 1,z = n,y = an,y = 0 而 面积 
为 lax.| 的 短 形 3, 或 者 与 此 等 价 地 ， 由 连续 变量 > 的 、 在 点 z= 
处 具有 间断 性 跳跃 的 、 逐 展 常 值 的 函数 alz) 之 图 形 来 表示 . 


我 们 当然 也 可 以 选取 四 辕 边 路 为 = = nz 二 十 1Y 二 an,y = 0 的 第 形 来 表 


示 
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a gn 二 一 
n 


我 们 考虑 序列 


{ 见 图 1.40. 此 序列 中 没有 一 个 数 为 零 ， 但 是 ， 当 无限 增 大 时 ， 

cn 欧 向 于 零 ， 并且， 如 果 我 们 取 在 何 一 个 中 心 在 原点 的 区 间 (无 论 
多 么 小 ), 那么 ， 从 某 一 个 确定 的 下 标 开始 ， 以 后 所 有 的 数 an 都 将 
位 于 此 区 间 之 中 .这 种 情形 可 用 一 句 话 来 表达 ， 当 = 增加 时 数 a 
趋向 于 零 ， 或 者 说 数 a 具有 极限 零 ， 或 者 说 序列 41,82,0s,… 


HG 


4 5 


图 1.41 序列 mm 一 二 

如 果 招数 表示 为 直线 上 的 点 ， 那么 上 述 情况 就 意 际 着 : 当 n 增 
加 时 ， 点 二 元 越 来 越 紧密 地 聚集 于 零点 . 

对 于 序列 
i112. 
2'3” 4 nn “ 
也 有 类 似 的 情况 ( 见 图 1.42)、 这 里 ， 当 ”增加 时 数 av 也 趋向 于 
零 . 不同 的 只 是 数 a 有 时 大 于 极 腿 零 ， 有 时 小 于 极限 零 ， 于 是 我 
们 说 ， 这 个 序列 在 极限 附近 振动 . 


] ,一 


序列 收 敏 于 零 ， 通 常 以 符号 形式 表示 为 方程 


lim an = 0， 
nm 


图 142 序列 由 一 于 D 
加 
有 时 也 简略 地 记 为 
an 一 0. 
工 1 
b. aam = et i 


在 上 面 这 些 例子 中 ，aa 同 极限 之 差 的 绝对 值 总 是 随 ”增加 而 
越 来 越 小 但是， 情况 并 非 一 定 如 此 ， 正 如 序列 


1 lil1l.l 1... 
2’ 4’2’6’ 3 2m’ mm’ 
1 
所 表明 的 ( 见 图 1.43); 对 于 偶数 值 ”= 2m, 由 an = a2m = 去 给 


1 1 
图 1.43 序列 azn 二 一 ,42n-1 一 一 
n 2n 


出 ， 对 于 奇数 值 = 2m 由 on 一 aom-1 = 如 给 出 :这 个 序 
列 也 具有 极限 零 ， 办 为 包括 原点 的 每 一 个 区 间 (不 论 多 么 小 ), 都 包 
含 着 失 某 一 个 值 以 后 的 所 有 的 数 w, 但 是 并 非 每 一 个 效 都 比 前 


一 个 数 更 车 近 极 限 零 . 
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n 
nt+1 


我 们 考虑 序列 


can= 


1 


2 n 
= 


an 一 


将 on 写 为 an 二 1 元 上- 了; 我 们 就 可 看 出 ， 当 n 增加 时 ， 
ov 趋向 于 数 1 其 意义 如 下 如果 我 们 划 出 包括 点 1 的 任何 一 个 区 
间 ， 则 从 菜 一 个 ax 以 后 所 有 的 数 w。 都 必须 落 在 这 个 区 问 之 中 
我 们 记 为 


序列 

ml 
trl 
的 情况 类 似 、 当 n 增加 时 ， 这 个 序列 也 趋向 一 个 极限 ， 事 实 上 ， 极 
限 是 1; lm an = 工 如果 我 们 将 en 写 为 


1 +2 1-r 
an 一 ntntl 一 ny 

则 不 难看 出 这 一 点 . 这 里 只 须 证 明 : 当 增加 时 , 数 r 趋向 于 零 . 
于 所 有 大 于 2 的 n 值 ， 我 们 有 n+2<2n, 而 2 二 n+1> ma2. 
此 ， 对 于 余 项 rn, 我 们 有 


当 


2n 2 
0<rm<7F = 一 2), 
<rm<= (n>2) 


由 这 个 不 等 式 我 们 看 出 ， 当 增加 时 re 趋向 于 零 .上 述 讨论 同时 
也 给 出 了 数 (对 于 n> 3) 同 极限 1 之 问 相关 的 最 大 信 值 ， 这 个 
差 不 能 超过 二 

这 个 例子 还 说 明 下 述 事实 : 对 于 较 大 的 值 ， 分 式 cn 的 分 子 
和 分 母 中 合 最 高 次 宕 的 项 起 主导 作用 ， 并 且 奖 定 此 极限 
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d.an= YP 


设 p 为 任何 固定 的 正 数 ， 我 们 考虑 序列 41,62,43,.… ,an,…， 
这 里 


en = Yb. 
可 以 断言 
2 


我 们 要 用 下 述 引 理 来 证 明 这 一 点 ,并 将 看 到 ， 此 引 理 还 另 有 用 


处 . 
引 理 如 果 刀 是 一 正 数 ， 而 ”是 一 正 整 数 ， 则 有 


(1+h)" >1+nh. (1) 


这 个 不 等 式 是 二 项 式 定理 ( 见 第 63 页 ) 的 自然 推论 ， 因 为 按照 二 项 
式 定理 有 


(CE 


并 且 我 们 注意 到 (1+ 有 ”的 展开 式 中 的 各 项 都 是 非 负 的 . 同样 的 论 
证 还 可 得 到 更 强 的 不 等 式 


(+ 有 ?14mh+ Mt Dp 

现在 回 到 前 面 要 研究 的 序列 ， 我 们 分 别 考虑 p > 1 和 2p< 1 两 
种 情况 (如 果 p = 1 则 对 于 每 一 个 %，WFP 均等 于 1, 因而 我 们 的 论 
断 显 然 成 立 ). 

如 果 p > 1 则 wp 也 大 于 1, 我 们 设 三 =1+ ji 这 里 hr 是 
与 n 有 关 的 正 数 ， 由 不 等 式 (1), 我 们 有 


p= (1+ha)" >1+nh,, 


这 意味 着 


0<h, < £271. 
n 
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当 n 增加 时 ， 数 iv 必定 趋向 于 零 ， 这 就 证 明了 av 收 分 于 极限 | 
与 此 同时 ， 我 们 还 得 到 了 一 个 估计 w 与 极限 ! 接近 到 怎样 程度 的 
方法 ， 因 为 on 同 1 之 差 各 不 大 于 了 ， 


如 果 ?< 了, 则 二 > 1 而 术 二 收 全 于 极限 1. 然 市 


号 = 一 于- 
入 
旋 是 一 个 趋向 于 1 的 量 的 倒数 ， 本 身 也 就 趋向 于 1. 


e。an 一 ct 


我 们 考虑 序列 an = o", 这 里 a 是 国定 数 ， ”多 及 正 束 数 序 
列 

首先 ， 设 a 是 小 于 的 正 数 ， 于 是 我 们 令 a 二 天 , 这 里 
是 正 数 .不 等 式 (1) 给 出 


-1 1 1 
(1L+ 有 ”一 1 十 9 二 


om 


由 于 ,因而 六 仅仅 依赖 于 a, 当 增加 时 并 不 变化 ， 所 以 我 们 可 
以 得 出 ， 当 nn 增加 时 a” 趋向 于 零 : 


lin ao" =0 (0<a<1l). 
no0 


当 a 为 零 , 或 a 为 负 而 大 于 -1 时 ,同样 的 关系 式 也 成 立 . 这 是 十 
分 明显 的 ， 而 为 在 这 些 情况 下 都 有 ,lim jal" = 0. 

如 果 a = 1, 那么 an 总 是 等 于 1, 于 是 我 们 当然 把 数 1 认为 是 
om 的 极限 . 

如 果 a > 1, 我 们 则 令 e= 1 十 访 这 里 玉 是 正 数 . 由 不 等 式 (1) 
立即 可 以 看 出 ， 当 n 增加 时 ， a” 不 趋向 于 任何 确定 的 极限 ,而 是 
不 断 增 大 并 超过 任何 界限 ， 于 是 我 们 说 ， 当 ” 增加 时 o" 趋向 于 
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无 穷 大 ,或 者 说 ， ar 成 为 无 穷 大 量 ; 用 符号 来 才 示 ， 即 


maor =% (o>1). 

站 有史 指出 ， 答 时 于 不 表示 个 和 ,不 能 过 
法 则 对 它 进行 运算 我们 断言 一 个 量 是 无 穷 大 或 无 穷 大 量 ,其 意义 
与 讨论 雹 定 的 量 的 论断 决 不 相同 . 尽管 如 此 ， 这 种 表达 方式 和 使 用 
符号 co 是 极为 方便 的 ， 这 一 点 我 们 在 下 文中 将 会 经 常 看 到 . 

如 果 ,a = -1 则 a” 之 值 不 趋向 于 任何 极限 ， 因 为 当 ” 遍及 
正 整 数 序列 时 ， a” 交替 取 值 +1 和 一 1. 类 似 地 ， 如 果 a < -1 ， 
on 之 绝对 值 不 断 增 大 可 以 超过 任何 界限 ， 但 是 其 符号 交替 地 为 正 
和 为 负 . 


f. ea” 和 WB 的 极限 之 几何 解释 


如 果 我 们 来 考察 函数 y= z" 和 y= za = V3 的 图 形 (为 了 
方便 起 见 ， 只 限于 z 的 非 负 值 ), 则 上 述 两 个 极限 分 别 由 图 1.44 和 
图 1.45 来 说 明 ， 我们 看 到 ， 在 从 0 到 1 的 区 同上 ， 当 增加 时 ， 
曲线 y = z” 越 来 越 接近 于 = 轴 ， 而 在 这 个 区 间 以 外 ， 曲 线 越 来 越 
耳 ， 并 且 趋 近 于 平行 y 轴 的 一 条 直线 . 所 有 这 些 曲线 都 通过 坐标 为 
z=13= 工 的 点 和 原点 . 

至 于 函数 y =z = + YE 的 图 形 ， 当 ”增加 时 则 越 来 越 接近 
一 条 平行 于 = 轴 且 在 z 轴 上 方 距离 为 1 的 直线 ; 这 些 曲 线 也 都 是 
通过 原点 和 点 (1,1). 因此 ， 在 极限 的 情况 下 ， 这 些 曲线 趋 近 于 一 条 
折线 :一 部 分 是 y 轴 上 原点 到 1 之 同 的 一 段 ， 另 一 部 分 是 平行 于 
2 轴 的 直线 y = 1. 并且， 这 两 个 图 形 显然 有 着 密切 的 联系 ， 因 为 
函数 y = VE 是 ”次 赛 zm 的 反 负数， 所 以 ， 对 于 每 一 个 ”% 若 将 
y 二 z" 的 图 形 对 直线 y = x 作 镜 面 映 象 ， 则 变 为 y= YE 的 图 形 . 
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囊括” 当 n 增加 时 z” 的 图 像 


的 图 像 


图 1.45 当 帮 增加 时 < 六 


72 . 


g. 几何 级 数 
初等 数学 中 一 个 熟知 的 极限 的 例子 ， 乃 是 (有 和 穷 ) 几何 级 数 
1+gt@ tt = Sn; 


数 9 称 为 此 级 数 的 公 比 . 如 所 周知 ， 只 要 4 关 1 此 级 数 的 和 则 可 


表示 为 下 列 形式 : . 
1-4 
Sn = ; 

工 一 人 
将 和 Sn 乘 以 9 并 从 原 方程 减 去 这 样 得 到 的 方程 ， 便 可 导出 此 表达 
式 ， 也 可 用 除法 来 证 明 这 个 公式 . 

当 7 无 限 增 加 时 ， 级 数 之 和 Sn 变 成 什么 ? 管 案 是 ， 如 果 4 位 
于 -1 和 +L 之 间 (不 包括 端点 值 ), 则 和 5。 的 序列 具有 确定 的 极 
限 5S, 并 且 


1 

Ey 
为 了 证 明 这 个 结论 ， 我 们 将 和 5 写 为 (1 一 qn)/(1 一 9) = 1/(1 ~ 
外 一 /1 一. 我 们 已 经 证 明 ,如 果 人 < 出 当 增加 时 ， 量 
趋向 于 零 ， 因 此 ， 在 这 个 假设 之 下 ， 当 ”增加 时 ， gr*/(L -全 也 起 
向 于 零 ， 认 Sr 趋向 于 极限 1/(1 外. 

极限 式 im (1 + g++ 外 十 … 十 4”) = 1/(1 一 9), 通常 用 这 样 
一 甸 话 玉 级 述 ， 当 ql < 1 时 ,无穷 几何 级 数 (简称 几何 级 数 ) 之 和 
是 表达 叉 1/Q 一 人 ) 

有 穷 几何 级 数 之 和 5。 也 称 为 相应 几何 级 数 1+g+ 呈 十 … 的 
部 分 和 . (我 们 应 注意 将 数列 gr* 同 几何 级 数 的 部 分 和 区 分 开 米 ) 

当 增加 时 ， 几 何 级 数 的 部 分 和 5 趋向 于 极限 5 = 1/(1 一 4) 
这 一 事实 也 可 用 一 名 话 米 表述 无穷 级 数 1+9+F 十 …, 当 |g| <1 
时 ， 收 化 于 和 3=1/Q1 一) 

顺便 指出 ,如果 4 是 有 理 数 ,例如 & = 二 或 9= 村, 则 几何 级 
数 之 和 具有 有 理 数 信 (在 所 指出 的 这 两 种 情况 下 ， 级 数 之 和 分 别 是 


号 = lm 5.,= 
no0 


2 和 3/2). 这 一 点 乃 是 下 述 熟 知事 实 的 依据 : 循环 小 数 总 是 表示 


one 


有 有理数 0. 这 个 事实 的 一 般 证 明 ， 通过 一 个 例子 即 可 看 出 : 例如 数 


2 = 0.343434. 
可 以 这 样 来 求 值 : 
M4 
加 
- 族 二 (0+ 让 了 到 + 了 
4 1- 4 
00 XT-II0 WW" 
h. an = YR 
我 们 来 证 明 序 列 
a =1,02 = V0 = YB, en = VR 
当 增加 时 趋向 于 二 
lim Vn=1. 


因为 a 大 于 1, 所 以 我 们 设 on 二 1+ hh, 这 里 hn 为 正 数 . 于 是 ( 见 
第 ?1 页 ) 


n=(an) ={1+ he) > 1+nhn 


n(n—1) n(n—1) 
一 
由 此 得 到 ， 对 于 n>1, 
he 一 
~ n-l 
轩 此 
ns 
“> va 一 IT 


D) 多 Courant 和 Robbins, What Is Mathematics? p. 66. 


a 


于 是 我 们 有 
lS 1th + 

这 个 不 等 式 的 右 端 显然 趋 向 于 1, 因此 a 也 趋向 于 1. 
ian = ViTIi~ Vn 

在 这 个 例子 中 a 是 两 项 之 差 ， 其 中 每 一 项 都 不 断 增 加 而 超过 
一 切 界 限 .如 果 试 图 分 别 对 每 一 项 取 极 限 ,我 们 则 得 到 无 意义 的 符 
号 表达 式 co - co. 在 这 种 场合 ， 极 限 是 否 存 在 ， 以 及 极限 值 是 什 
么 ， 完 全 到 决 于 特定 的 情况 ， 在 这 个 例子 中 ， 我 们 断言 ， 


TI VA -0 


为 了 证 明 ， 我 们 只 需 将 ar 的 表达 式 改写 为 下 列 形式 : 


pi (VFI VOTT + VR) 
VR 
1 
”VETITVE 


立即 可 以 看 出 ， 当 ”增加 时 它 趋向 于 零 . 


n 
jon 二 一 ;其 中 >1 
ox 


形式 上 ， an 的 极限 是 例 。 中 已 经 吉 到 过 的 不 定型 交 .现在 


我 们 来 证 明 ， 在 这 个 例子 中 数列 ov = = 趋向 于 极限 零 
为 此 ， 我 们 设 a =1+ 这 里 有 > 0, 并 再 次 利用 不 等 式 


(二 有 之 1 二 nh 十 Dp 
n(n ~) ,2 
> 一 hb. 
于 是 ， 对 于 n>1, 有 
n 2 


n= 


CT ~ th 
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因为 on 是 正 数 ， 而 这 个 不 等 式 的 右 端 趋向 于 零 ， 所 以 os 也 必须 
趋向 于 零 . 
1.7 再 论 极限 概念 

a. 收 荆 和 发 散 的 定义 

从 1.6 节 讨 论 的 那些 实例 ， 我 们 友 象 出 下 述 一 般 的 极限 概念 : 

假设 对 于 给 定 的 无 穷 点 列 ma,oayea…， 存在 一 个 数 ， 使 得 
每 一 个 外 点 1 的 开 这 问 : 尖 沦 多 么 小 》 都 包 全 着 除去 最 多 为 有 

个 点 以 外 的 所 有 的 Es or- 业 ! 称 为 序列 193，， -的 


极限 ， 或 者 我 们 说 记 列 oa -是 履 各 的 并 且 收 生 于 记 作 : 


下 述 的 极限 定义 是 与 此 等 价 的 : 

对 于 人 (汉人 全) 各 机 才 信人 
下 
‘lan 一 下 < es. 

当然 ， 作 为 一 般 的 规律 ， 容 许 界限 。 之 值 越 小 ，N(e) 必须 选 
得 越 来 越 大 ， 换 句 话说 ， 当 。 趋 锯 于 等 时 ， (el 通常 将 要 无 限 地 
增 大 ， 关 于 极限 的 这 种 笼统 而 直观 的 概念 ， 使 我 们 想 条 到 on 将 变 
得 越 来 越 靠近 于 1 这 一 图 象 在 这 里 可 由 下 述 严格 的 “定性 的 ” 定 


义 所 代替 的 任何 名 二 帮 包 人 着 除去 最 多 为 有 限 个 点 以 外 的 所 有 
的 点 an 

显然 ,序列 a1, 02,… 的 极限 ! 不 能 多 于 一 个 . 因为， 如果 有 两 
个 不 同 的 数 5 和 岂 是 同一 序列 a1,a2,… 的 极限 ， 我 们 就 能 划 出 分 
别 包 含 点 和 上 而 又 不 相 重 各 的 两 个 开 这 间 .因为 每 一 个 这 间 都 包 
会 除 有 限 个 点 之 外 所 有 的 点 an, 所 以 序列 不 能 是 无 限 的 因此 ， 收 
得 的 序列 的 极限 是 唯一 确定 的 . 

国 交合 必 现 衬 必 f(s) 在 点 zo 光 续 的 定义 之 相 忆 之 处 那里 趾 赐 小 的 量 


6[e) 所 起 的 作用 ， 训 是 这 里 足够 大 的 数 Ne] 斯 起 的 作用 ， 事 实 上 我 们 将 在 第 90 页 上 
看 到 ， 画 整 在 一 了 
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另 一 个 明显 而 又 有 用 药 推 论 是 , 如 果 我 们 从 收 葡 的 序列 中 去 下 
任何 一 些 项 ， 则 所 得 序列 与 原 序列 收敛 于 同样 的 极限 . 

个 这 到 , 吉 果 不 履 生 , 刚 浆 为 娄 肯 的， 如果 当 增加 时 
数 an 增 大 呵 超 过 任何 正 数 ， 我 们 就 说 序列 发 散 于 +oo; 正如 前 面 
己 经 提 到 过 欧 ， 这 时 我 们 记 为 ,lim a = co， 类 似 地 ， 如 果 当 nn 
增加 时 ， 数 -an 在 正 值 方向 上 增 大 而 超过 任何 界限 ， 我 们 就 记 为 
Jim av = -co. 但 是 ,发 艇 竹 也 可 技 男 一 种 方式 出 现 ， 策 如 对 于 训 
列 ma = -haa = +l aa 二 一 1,04 = 十 1,…, 其 各 项 在 两 个 不 同 的 数 
值 上 来 回 摆动 . 

显然 ， 去 掉 有 限 多 项 ， 既 不 会 影响 序列 的 发 散 性 ， 也 不 会 影响 
其 收 黎 性 . ， 

对 序列 mw, … 如 果 存 在 一 个 有 报 区 间 包含 其 所 有 点 ， 见 
称 此 序列 为 有 界 的 . 任何 有 限 区 间 都 包 仿 在 某 一 个 记 原 点 为 中 心 
的 有 展区 间 之 中 .因此 ,序列 是 有 界 的 这 一 要 求 ， 指 的 就 是 存在 着 
一 个 数 MM, 使 得 对 于 一 切 m% 都 有 |on| < 对 . | 

收敛 的 序列 mm,a2,… 必定 是 有 界 的 . 因为 设 [是 此 序列 的 航 
限 并 取 。 = 1, 我 们 由 收 误 性 欧 定 义 可 知 ， 从 某 一 个 N 以 后 所 有 的 
an 都 位 于 以 1 为 中 心 、 长度 为 2 的 区 间 之 中 ， 在 此 序列 中 可 能 位 
于 此 区 间 之 外 的 那些 项 ， 具 有 mm,… ,aw-1， 然而 ， 这 时 我 们 可 以 
找到 一 个 更 大 的 有 限 区 间 ， 读 得 它 还 包含 ca ,an -1 


b. 极限 的 有 理 运算 


由 极限 的 定义 立即 得 知 , 我 们 可 以 按照 下 述 规则 进行 极限 的 加 
法 、 乘 法 ， 减 法 和 除法 等 初等 运算 ， 

如 果 序列 a1,02,… 的 极限 是 o 序列 名 ,ba,… 的 极限 是 5, 则 
序列 cn = om 十 tn 的 极限 是 c, 并 且 


c= lim cn 一 a 十 六 
no0 
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序列 cn = enbn 也 是 收敛 的 ， 并 且 
Da。 cn = ab. 


类 似 地 ， 序 列 c。 = an 一 如 也 是 收敛 的 ， 并 且 


im, cn = 0 —b. 
如 果 极限 5 不 为 零 ， 则 序列 cn = 也 是 收 伍 的 ， 并 且 具 有 极限 


; a 
lim cn = 一 
no0 b 


总 而 言 之 ， 我们 可 以 将 有 理 运算 同 求 极限 的 过 程 交换 次 序 ; 无 论 是 
先 求 极限 然后 进行 有 理 运 算 ， 还 是 先进 行 有 理 运 算 然后 求 极 限 , 我 
们 将 得 到 同样 的 结果 . 

只 要 证 明了 这 些 法 则 之 一 , 所 有 这 些 法 则 的 证 明 也 就 容易 做 到 
了 . 我 们 来 看 极限 的 乘法 ， 如果 关系 式 an a,6n 一 8 成立 ， 则 对 
于 任何 正 数 =, 只 要 我 们 将 4 选 得 充分 大 ， 上 比如 说 n > N(e), 便 可 
保证 


le— en| < es 和 |6—bn| <e. 
如 果 我 们 写 出 
ob — anbn = ba — an) + on(b bn) 


并 且 考虑 到 存在 与 汪 无 关 的 正 数 M, 使 得 |an| < M, 则 得 到 


jab ~ anbn| < jolle —anl+ lonllb — bn| < (jbl + M)e. 


因为 如 果 我 们 把 = 选 得 足够 小 ,就 可 使 (由 + MD) 成 为 任意 小 量 ， 
所 以 对 于 一 切 充分 大 的 n 值 ， ob 和 anb 之 差 实际 上 将 会 成 为 任 
意 小 ， 这 正 是 下 列 等 式 所 要 求 的 论述 : 


ab= lim anbn, 
no 
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仿 二 这 个 例子 ， 读 者 可 以 还 明 其 余 有 理 运 算 的 法 刚 . 
借助 于 这 些 法 则 ， 访 多 极限 都 能 很 容易 地 算出 ,例如 ,我们 有 


bm -于 -1 im 一 本 
HT T TIT 一 


国 为 在 第 二 个 表达 式 中 ， 我 们 可 以 直接 对 分 子 和 分 母 取 极限 . 

下 述 简单 法 则 也 是 经 常会 用 到 的 : 如 果 limas = a,limb = 到 
并 且 对 于 每 一 个 ”都 有 on > 全， 划 4 > 二 然而 ， 我 们 决 不 能 指望 
0 总 是 大 于 正如 序列 = 并,bm = 古 7 所 表 上 明 的 ， 对 于 这 两 个 
序列 ， 有 &=6=0. 


c, 内 在 的 收效 判别 法 .单调 序列 


在 上 述 所 有 钢 子 中 ,我们 所 考虑 的 序列 的 极限 都 是 已 经 知道 
的 ， 事实 上 ， 为 了 应 用 序列 极限 的 定义 ， 在 我 们 能 够 证 明 序列 收 敦 
性 之 前 就 必须 知道 极限 是 什么 . 如 果 序 列 极限 的 概念 仅 能 给 出 这 祥 
的 认识 ， 即 一 些 已 知 数 能 够 用 另 一 些 已 知 数 的 某 些 序列 来 逼近 ， 
那么 我 们 从 极限 概念 所 得 到 的 东西 就 太 少 了 . 极限 概念 在 数学 分 析 
中 的 优越 性 主要 在 于 这 一 事实 : 有 些 重要 问题 所 具有 的 数值 解 ， 往 
往 不 能 用 别 的 方法 直接 得 知 或 表示 ,但 能 用 极限 方式 来 描述 . 整个 
高 等 数学 分 析 就 是 由 这 一 事实 的 一 系列 实例 组 成 的 , 这 一 点 在 以 后 
几 章 中 将 会 变 得 越 来 越 清楚 - 把 无 理 数 表示 为 有 理 数 的 极限 这 种 悦 
法 ， 便 可 当 必 第 一 个 并 且 是 典型 的 例子 . 
任何 要 但 的 已 知 序列 1.02 都 定义 了 一 个 数 了 即 此 序列 
的 极限 . 然而 ,由 收 敦 性 定义 所 引出 的 关于 收 全 性 仅 有 的 检验 法 ， 
在 于 估计 差 值 low -外 而 这 各 方 法 只 是 当 ; 已 知 时 才能 应 必 ， 因 而 
重要 的 是 要 有 一 些 收 化 性 的 “内 在 ”判别 法 ， 它 们 不 要 求 预先 知 
道 极 银 值 ， 而 只 涉及 到 序列 各 项 本 身 ， 最 简单 的 一 种 “内 在 ”判别 
法 适 压 于 一 类 特殊 的 序列 一 一 单调 序列 ， 并 且 包 售 着 大 多 数 重 要 
实例 . 


香 调 字 列 的 极 妥 
序列 @1,a2,…, 如 果 每 一 项 都 大 于 或 者 至 少 不 小 于 前 一 项 ， 即 
Gn 之 Gn-ls 

则 称 为 单调 增加 的 ， 类 已 地 ， 如 果 对 于 一 切 * 有 on < an-1, 则 序 
到 称 为 单调 减少 的 ， 无 论 是 单调 增加 序列 还 是 单调 碱 少 序列 ， 都 称 
为 单调 序列 . 应 用 这 个 定义 ， 我 们 有 下 述 基本 原理 : 

一 他 到 ,各 时 肖 是 音调 由 又 县 有 办 的 , 风 收 他 列 

这 个 原理 ， 虽 然 从 直观 可 以 令 人 信服 地 提出 来 ,但 直观 并 未 能 
证 明 它 ， 它 同 实数 的 性 质 有 着 密切 的 关系 ， 而 事实 上 同 实数 的 连续 
性 公理 是 等 价 的 . 

区 据 套 公理 ! 见 1.1 节 b), 即 每 一 个 区 间 套 施 列 都 包含 着 一 个 
点 ， 不 难看 作 是 单调 有 界 序列 归 剑 性 的 推论 ， 设 fat, ,Ia,bz5… 
是 一 个 区 何 套 序列 .根据 区 僻 套 序列 的 定义 ， 我 们 有 


Hm Sa hb Sh. 


显然 ， 无 腿 序列 a1,02,… 是 单调 增加 的 ， 而 且 是 有 界 的 ， 因 为 对 
于 一 切口 有 aa < ev 和 一. 因此 ，1 一 ,lim,an 存在 . 此外， 对 于 任 
何 m, 以 及 任何 数 n > m, 我 们 有 


Um < dp < bm 


因而 有 
om < ,lim an =! < bmn. 
因此 区 和 间 套 序列 中 的 所 有 区 间 都 包含 着 同一 个 点 !. (由 区 间 套 序 
列 的 另 一 性 质 fm(bn -an) =0 可 知 , 这 些 区 间 没 有 另外 的 共同 点 . ) 
林政 和 对 | 
我 们 知道 收 误 的 序列 一 定 是 有 界 的 ， 但 未 必 是 单调 的 【 品 第 67 
页 例 bj, 因此 ， 在 研究 一 般 序列 时 ， 最 好 有 一 种 对 于 非 单调 序列 也 
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适用 的 政 倒 性 判别 法 ， 这 一 需要 ， 通 过 一 个 简单 条 件 森 西 收 
全 判别 淮 册 而 满足 了 ! 这 个 准 册 是 具有 极限 的 实数 列 的 内 在 特征 ; 

最 重要 的 是 它 不 要 求 预先 知道 极限 值 ): 序列 aaai， “监工 的 充 
分 必要 条 件 是 ， 序列 中 归 有 足 名 大 的 下 标 n 的 各 个 元 素 ny 它们 
相 开 之 阅 的 关 为 任 六 小 、 确切 地 说 如 果 对 于 每 ” 个: > 存在 自 
类 孝公 二 wey 使 得 每 当 nm>RN 和 mm > 六 时 就 有 an 一 am| <e， 
申 序 列 rw 是 收藏 的。 在 兄 何 上 ， 柯 西 条 件 表明 ， 如 果 存 在 可 任意 
小 的 区 间 ， 序 列 中 只 有 有 限 个 点 处 于 此 区 介 之 外 ， 则 序列 收 侣 如 
西 收 伍 判 别 法 的 证 明 以 及 基于 其 重要 性 的 讨论 ， 将 在 补 篇 中 进行 - 


G. 无 穷 级 数 及 求 和 符号 
席 列 就 是 无 穷 多 个 数 的 有 序 排列 ol aa， ， 无 穷 级 数 


mi 十 oa 十 ag 十 :…- 


贡 要 求 把 鹿 列 各 项 按 其 出 现 的 次 序 加 起 来 . 为 了 得 到 严格 意义 下 的 
无 穷 级 性 之 和 , 我 们 考虑 第 n 个 部 分 和 , 即 级 数 前 项 之 和 


Bn 二 01 十 02 十 二 an、 
对 于 不 同 的 ww, 部 分 和 sn 构成 序列 
31 =01, 32 =0r+as, 33=a1+0a + as, 
如 此 等 等 。 于 是 ， 无 穿 级 数 之 和 。 定义 为 
s = ,lim sn, 
如 果 这 个 极限 存在 ， 我 们 称 无 穷 级 数 为 收敛 的 ， 如 果 序 列 sn 发 


散 ， 则 此 无 穷 级 数 称 为 发表 的 例如， 由 序列 8, 玫 ,… 得 到 


无 穷 几 何 级 数 
1 二 9 十 欠 十 蝇 十 -…， 


.81 ， 


其 部 分 和 是 
sn=1+q+@+… tg 


当 lal < 1 时， 序列 sa 收敛 于 极限 


这 个 极限 便 表示 无 穷 几 何 级 数 之 和 ， 当 lq| > 1 时 ， 部 分 和 sn 没有 
极限 ， 因 而 级 数 发 散 ( 见 第 73 页 )， 
对 于 a1 十 az 十 … 十 an, 习惯 上 使 用 符号 


mn 
> au 
k=l 


来 代替 ， 此 符号 表示 ak 之 和 ， 其 中 上 取 遍 由 大 = 1 到 = 的 正 
整数 .例如 


n 
Deb = ob? + ob + a + + anbn. 
k=1 


更 一 数 地 ， 》, ok 表示 上 取 值 mm 十 1,m 十 2,…,n 时 所 得 到 的 
k= 
一 切 ok 之 和 ， 例 如 


在 这 些 例子 中 ， 我 们 都 用 字母 表示 求 和 指标 当然 ， 其 和 与 
表示 指标 的 字母 无 关 ， 例 如 


a 


E=1 


我 们 用 符号 
Do 
天 一 1 


表示 整个 无 穷 级 数 之 和 . 类 似 地 ，》 ,ok 应 表示 无 穷 级 数 oo 二 ai 十 


k=0 
… 之 和 ， 其 第 nn 个 部 分 和 为 ss = ao + al 十 中 十:…: 十 an_l， 
的 告 果 都 能 用 这 种 求 和 符号 写 得 更 为 简洁 . 第 63 页 
上 前 n 个 自然 数 平方 和 的 公式 变 为 


n(n+ (n+ 
7 = 一 一 
几何 级 数 之 和 的 公式 为 
ye = :对 于 |q| <1， 
k=0 
类 似 地 ， 二 项 式 定理 则 表示 为 
(a bn = 9 (2 ) ocx 
a 二 ( ") a 


因为 一 个 无 穷 级 数 不 过 是 序列 s,, 的 极限 ， 所 以 其 收敛 性 可 根 
据 序列 的 收敛 性 判别 法 来 判断 。 例 如 ， 序 列 


1 1 
江 让 -去 + pa 
的 收敛 性 可 由 下 述 事实 直接 得 到 ， 部 分 和 
1 1 1 
-部 让 = 走 + 六 tt 


随 n 增 大 而 单调 递增 ， 并 且 是 有 界 的， 因为 


工 1 1 

1ssosi+ 让 + 让 十 蓝 + 二 了 
1 1 -1/2"-! 
=1+4 I 
11L_ 工 <3 
一 二 
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以 后 在 第 七 章 中 ， 我 们 将 要 更 加 系统 地 来 研究 无 穷 级 数 . 
e. 数 e 


作为 序列 的 极限 而 产生 的 数 的 第 -- 个 例子 ， 我 们 考虑 


1 lll 
el17T 了 ++ 如 


于 是 ，。 表 示 hm Sn, 这 里 


数 < 各 是 数学 分 析 中 应 用 最 广泛 的 超越 常数 ”为 了 证 明 极限 
存在 ， 我 们 只 需 证 明 序列 8。 是 有 界 的 ， 因 为 数 5 单调 增加 .对 
于 一 切 ” 值 ， 我 们 有 

1, 1 1 1 


SltltstTst dt +a dan 


1 1 1 
< 二 十 二 十 二 二 十 
<1+1+ 本 十 碍 十 更 十 十 床 汪 
1— 1/2* 
1-172 


二 工 十 


因此 ， 数 Sn 具有 上 界 3, 又 由 于 数 5 是 单调 增加 序列 ， 所 以 具有 
级 限 ， 我 们 用 e 来 表示 这 个 极限 . 

将 e 表示 为 级 数 ， 使 我 们 有 可 能 迅速 地 计算 e 的 值 到 很 精确 的 
程度 ， 以 部 分 和 5 来 逼近 数 e 时 所 产生 的 误差 ， 可 用 同 某 一 个 儿 
何 级 数 相 比 较 的 方法 来 情 计 ， 上 面 曾 用 这 种 方 凌 给 出 < 的 上 界 3. 


1) 回忆 到 外 定义 为 1 的 这 个 约定 ， 我 们 可 将 级 数 的 第 一 项 写 为 1/04, 以 合同 以 后 
各 项 的 形成 规律 相 一 致 ， 应 注意 ， 在 我 们 采用 的 表示 法 中 ， Sr 实际 上 是 无 穷 豚 数 的 第 
in 十 卫 个 部 分 和 ， 而 不 是 第 m 个 。 然而， 这 是 无 关 紧 要 的 . 


本 


对 于 任何 ”> m, 我 们 有 


1 1 4 
mi tnt)! 弄 


1 1 1 
E Sm + Tir [it mi tom +t | 


Sn = Sm+ 


1 1 1 
< 5m 本 
Em Tr r+ ] 
1 1 1 1 
= Sm 十 一 Sn 十 


m ml 


1 
Sm < Sn < Sm 十 一 
m 


令 无 限 增 大 ， 而 m 保持 不 变 ， 我 们 得 到 
Sm <e<Smnt 址 直 - 
而 

区 此 ，。 同 5m 最 多 相关 为 【 二 】( 十 ) 因为 中 殖 m 增 大 而 
极其 迅速 地 增 大 ， 所 以 对 于 适当 小 的 mm, 教 5 已经 是 。 的 很 好 的 
近似 值 了 ， 例 如 ， So 同 。 之 差 小 于 10-” 用 这 种 方法 我 们 求 册 
e 二 2.718281 

< 是 无 理 数 ， 由 5 来 全 算 。 的 上 述 方法 ， 也 能 用 来 证 明 这 一 


事实 . 实际 上 ,如 果 e 是 有 理 数 ， 我 们 就 能 将 e 写 为 于 的 形式 ， 
其 中 p,m 都 是 正 整数 ; 这 里 m > 2, 因为 e 位 于 2 和 3 之 间 ， 不 能 
是 整数 .将 。 司 部 分 和 Sw 相 比 较 ， 我 们 有 


Sm < 到 <sm+t 二 让 


如 果 将 上 式 两 端 乘 以 m! 我 们 就 得 到 
mlSn < Pr 一 DIS msn+ 二 < mlSm + 1. 
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但 是 
Sm 
是 数 , 因为 右 红 和 式 中 每 一 项 部 是 整数 ,于 是 , 如 果 。 是 有 再 数 ， 
则 台数 p(m - 3)! 将 处 于 两 个 相继 的 束 数 之 间 ， 而 这 是 不 可 能 的 
作为 (1+ 二】 的 极限 的 数 。。 有 面 名 用 无 级 数 之 和 定义 的 


sootse 


数 。 也 可 以 作为 序列 


1 
T= (+ 


的 极限 而 得 到 其 证 明 是 很 简单 的 ,同时 也 是 讨论 极限 运算 的 一 个 
有 启发 性 的 例子 .根据 二 项 式 定理 ， 有 


1 


T= (+ 
lt 四 让 
+ De -D1 去 
=141+ 击 (1 一 1) + 
+ 二 (1 


由 此 ， 我 们 立即 看 出 : 厂 < <3 此 外 在 中 如果 用 较 大 

的 因子 1 一 一 一 ,1 .来 代替 因子 1 工 ,1 - 之,…, 最 
FT nti nn 

后 加 上 一 个 正 项 ， 则 可 得 到 T+1, 所 以 我 们 推 疡 ， zi, 又 构成 单调 


增加 序列 ， 由 此 可 知 极限 ,nm T= 7 存在 ， 为 了 证 明 了 = 。, 我 


习 数 e 是 无 理 数 意味 着 ， 不 存在 线性 方程 ez 十 b 一 0， 其 中 系数 e,5 是 有 理 
数 ， 而 当 a 关 0 时 以 e 作为 解 .一 个 更 强 的 命 古 己 被 证 明 (由 埃 尔 米 特 证 明 ), 即 不 
存在 任何 n 次 的 多 项 式 方程 wozr 十 alzn 一 十 -… 十 an-1z 十 an 二 0, 其 中 系数 
agel,…，oan(ao 去 0) 为 有 理 数 ， 而 以 e 作为 根 . 数 e 与 “代数 ” 数 (例如 V2 或 
中 10) 不 同 ， 我 们 你 之 为 超越 数 ， 而 代数 数 则 为 某 些 有 理 系数 的 多 项 式 方程 的 要 
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们 注意 到 ， 当 > 时 


Te >1+I+ 工 1 二 
21 m 


1 ~ 
+ 育 (- 去 )…(- 也) 
需 夺 ,如 果 国 定 ,而 令 以 无 限 增 大 , 于 是 我 们 在 左 端 得 到 数 工 ,在 右 
端 每 到 表达 式 5%, 结果 了 > 54. 因此 , 对 于 每 一 个 nT > 5 > TD,. 
现在 ， 我 们 令 % 增 大 ， 使 得 7 趋向 于 工 ; 由 此 双重 不 等 式 ， 得 到 
了 = lim Sn = e. 这 就 是 所 要 证 明 的 命题 . 
以 后 (2.6 节 ， 第 188 页 ) 我 们 将 从 另 一 种 观点 再 次 导出 数 e 


f 作为 极限 的 数 ~ 


求 极限 的 过 程 实质 上 可 以 追 潮 到 古代 ( 阿 基 米 憩 ), 那 就 是 确定 
数 的 过 程 ， 在 几何 上 ,，r 表示 单位 圆 的 面积 ， 我 们 认为 这 个 面 
积 显然 能 用 一 个 (有理 的 或 无 理 的 } 数 来 表示 ， 记 为 7. 可 是 ， 媳 果 
我 们 想 要 以 任何 精确 度 计算 出 数 *, 这 个 定义 对 于 我 们 来 说 并 没有 
什么 大助， 这 时 ,我 们 必须 借助 于 求 极限 的 过 程 ， 即 把 数 7 表示 为 
已 知 并 且 不 难 算出 的 数列 的 极限 ， 除 此 以 外 别 尖 他 法 . 阿 基 米 德 在 
穷 举 法 中 已 经 用 过 此 过 程 , 即 通 过 正 多 边 形 当 其 边 数 不 断 增加 时 
越 来 越 紧 窗 地 贴 合 于 图 这 种 方法 来 逼近 略 ， 如果 我 们 设 广 表示 加 
的 内 接 正 m 边 形 的 面积 ， 那 么 内 接 正 2m 边 形 的 面积 则 由 下 列 公 
式 给 出 [由 初等 儿 宁 或 由 表达 式 户 = (n/2)sin(2rjn) 即 可 证 明 { 见 


图 1.46) 
fom = FY 2VI Qf Im). 


现在 ， 我 们 设 m 的 取 他 范围 不 是 一 切 正 整数 的 序列 ， 而 是 由 2 的 
各 次 蚂 所 组 成 的 序列 ， 即 m = 2"; 换 甸 话说， 我 们 构成 这 洋 一 系列 
正 多 边 形 , 它们 的 项 点 是 通过 反复 平分 圆周 而 得 到 的 .由 几何 图 形 
明显 地 看 出 ， jr 构成 递增 有 界 序列 ， 因 而 县 有 极限 ， 这 个 极限 


就 是 圆 的 面积 : 


下 二 lm for. 
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图 1.46 


的 这 种 极限 表示 法 ,实际 上 可 以 作为 数值 计算 的 基础 因为 
从 数值 六 = 2 出 发 , 我 们 能 够 依次 算出 趋向 于 的 序列 中 的 各 项 . 
而 只 要 作出 平行 于 内 接 2" 边 形 名 边 的 国 的 切线 ， 可 得 到 用 任何 一 
项 for 来 表示 7 时 的 精确 度 的 估 信 ， 这 些 切线 构成 同 内 楼 2* 边 形 
相似 的 更 大 一 些 的 外 切 多 边 形 ， 两 多 边 形 边 长 之 比 为 1: cos (3 ) 
因此 ， 外 切 多 边 形 的 面积 肪 , 可 由 下 式 给 出 的 面积 比 求 得 ， 


因为 外 切 多 边 形 的 而 积 大 于 图 的 面积 ， 所 以 我 们 有 


fon 2fon 
(eos) 1+ VI (fra 


fer <r < Fon= 


例如 ， 外 = 2V2, 于 是 我 们 得 到 估 值 
4V3 
1 十 V3 


2V2<r< 


上 述 这 些 内 容 读者 在 不 同 程度 上 是 熟悉 的 . 然而， 我们 要 指出 
的 是 , 借助 穷 举 法 用 其 面积 不 难 算出 的 直 边 图 形 来 计算 各 种 面积 ， 
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竟 定 了 称 分 概念 的 基础 ， 这 将 在 第 二 章 中 来 介绍 ,为 了 实际 计算 
值 ， 可 以 采用 一 些 更 为 有 效 的 方法 ， 我 们 将 在 6.26 节 中 学 习 它 . 


1.8 ” 单 连续 变量 的 函数 的 极限 概念 


至 今 , 我 们 所 考虑 的 只 是 序列 的 极限 ， 即 整 变量 n 的 活 数 的 极 
限 . 然而 , 极限 概念 却 经 常用 来 研究 定义 在 某 个 区 同 内 所 有 = 上 的 
函数 fz). 

如 果 对 于 函数 fz) 有 定义 的 、 与 上 足够 近 的 一 切 rzD, f(z) 同 
刀 之 差 为 任意 小 ， 那 么 我 们 就 说 当 * 趋向 于 上 时 函数 Fiz) 之 值 趋 
向 于 极限 1, 或 者 用 符号 记 为 . 


lim f(2) = 


极 跟 lim flz) 的 定义 可 以 更 清楚 地 表述 如 下 . 

每 当 指定 任意 的 正 数 * 时 , 我 们 总 能 画 出 一 个 小 区 间 |r- 引 < 4， 
使 得 对 于 既 属 于 / 的 定义 域 又 属于 这 个 小 区 间 的 任何 z, 不 等 式 
fz) -中 < 成立， 这 时 则 有 lm f(z) = 小 

函数 极限 的 概念 同 连续 性 的 概念 之 间 存 在 着 密切 的 联系 . 如 果 
《属于 了 的 定义 域 , 也 就 是 说 , 如 果 7(6) 有 定义 , 那么 只 要 lim fz) 
的 确 存 在 ， 则 其 值 必定 为 f(). 实际 上 ， 7 一 Hm f(x) 的 定义 特 
别 意味 着 : 对 于 每 一 个 正 数 <, 都 有 |f() -中 < ,因此 F=f(6) 
现在 ， 把 极限 的 定义 同 连续 的 定义 加 以 比较 ,我 们 便 可 看 出 关系 式 
7 = 7 正 是 表示 函数 f 在 点 5 的 连续 性 . 因此， 对 于 上 
定义 域 中 的 6 Lim f(x) 的 存在 ， 恰 好 说 明 了 在 点 5 是 连续 的 . 更 
一 般 地 说 ， 如 果 f(z) 在 上 处 没有 定义 ， 而 lm f(4) 存在 并 且 其 有 


值 9 那么 我 们 可 以 把 这 个 5 取 为 了 在 点 之 值 ， 这 样 构成 的 函数 
了 在 《处 将 是 连续 的 ， (可 去 奇 点 ， 见 第 39 页 ). 


1) 这 里 假设 ， 当 任意 接近 子 上 时 。 存 在 着 使 上 有 定义 的 一 些 点 . 


89 - 


务 数 的 极限 也 可 以 完全 借助 于 序列 的 极限 来 描述 ， 命题 
lm f(r) = 


意味 着 对 于 每 一 个 以 为 极限 的 序列 *n( 当 然 ， 这 里 假设 zn 属于 
了 的 定义 域 ), 都 有 
mn fizn) = 

因为 ， 如 果 Ji 了 x) = 汉 而 ,je zm = 6 则 对 于 充分 接近 于 的 
z, f(x) 可 任意 接近 于 少 但 是 ， 只 要 ” 足够 大 ， zn 便 充分 接近 
于 所 因此 lm f(zn) = 另 一 方面 ， 如 果 每 当 =。 一 上 时 都 有 
DR。 Kan) = 那么 我 们 必定 有 lm f(s) 一 人 否则 ， 存 在 正 数 e， 
使 得 对 于 任意 接近 于 的 某 些 = 有 |f(z) 一 9| > = 于 是 也 就 存在 收 
伍 于 《 的 序列 zw, 使 得 |ftzn) 一 川 之 5 而 这 时 ,im f(zn) 便 不 能 
是 乡 . 

于 是 ， 函 数 f(z) 在 点 上 的 连续 性 也 就 是 意味 着 : 对 于 f 的 定 
义 域 中 的 每 一 个 收 语 于 的 序列 ze 有 Jim f(zn) = AS). 更 一 般 
地 说 ， 对 于 在 一 个 区 间 上 连续 的 西数 f(z), 并 且 对 于 了 的 定义 城 
中 收 伊 于 此 区 间 内 某 一 点 的 任何 序列 zw 关系 式 

dim, f(zn) = Flim ro) 
成 立 ， 我 们 看 到 ， 对 于 连续 函数 来 说 ， 极 限 符号 同 函 数 符号 可 以 改 
变 次 序 或 者 说 可 以 交换 . 

求 函数 之 和 、 积 以 及 商 的 极 时 时 所 用 的 法 则 ， 与 序列 极限 运算 
法 则 ( 兄 第 77 页 ) 是 一 样 的 : 如 果 地 fv) = 和 中 9?) =《, 则 
存在 

Je)+SD)=7+GJCng(o) = 


而 当 $ 关 0 时 , 还 有 


这 些 法 则 的 证 明 ， 与 在 序列 的 情况 也 是 一 样 的 。 (如果 把 函数 的 
极限 写 为 序列 的 极限 ， 则 这 些 法 则 还 能 从 序列 运算 法 则 推出 . ) 因 
t， 当 《属于 f 和 9g 的 定义 域 时 ， 在 点 连续 的 两 个 少数 f(z) 
与 g(z) 之 和 、 积 以 及 商 ， 仍然 是 连续 的 (对 于 商 ， 这 里 必须 仍 假定 
9(6) 人 0. 

《不 属于 了 的 定义 域 的 那些 情况 ， 对 于 微分 学 来 党 ， 具 有 特别 
重要 的 意义 ， 作 为 第 一 个 例子 ， 我 们 考虑 关系 式 


zn 


其 中 必 为 正 整 数 ， 当 然 ， 函 数 f(z) = 二 
定义 ， 但 是 ， 当 = 天 E 时 ， 代 数 恒 等 式 
er 
2 
作为 几何 级 数 求 和 公式 的 结果 ,是 成 立 的 . 为 了 求 极限, 我 们 只 须 令 
z 趋向 于 ,并 且 按 照 和 与 积 的 极限 运算 法 则 来 计算 右 六 的 极 根 . 


公式 


全 公 当 = 地 6 时 才 有 


= 十， 十 En 


.Sinz 
lim 
za40 化 
不 如 上 述 公式 那么 明显 (当然 ， 正 如 第 53 页 所 述 ， 这 里 角 ” 是 按 
“弧度 "来 度量 的 ) 同样 地 ， 仅 当 z 0 时 商 “2 才 有 定义 . 
但 是 ， 如 果 我 们 规定 当 z = 0 时 >: 二 = 1, 划 使 得 这 个 商 成 
为 在 = =0 处 也 连续 的 一 个 肖 数 这 里 ， 我 们 通过 几何 上 的 讨论 米 
证 明 上 述 极限 公式 . 
在 图 1.47 中 ， 我 们 比较 三 角形 O4B,O4C 和 单位 加 中 的 遍 形 
O4B 的 面积 1), 便 可 得 知 如 果 0<x< 子 ， 则 有 


=1 


1 in x < Ta < 工 tanz 
去 二 ?<= . 
! 2 3 


2 
1) 当然 ， 我 们 也 可 把 角 z 定义 为 扇形 OAB 面积 的 两 倍 . 
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开 1.47 
由 此 得 到 : 如 果 0 < |z| < 地， 则 有 


EE 1 


1< 


Shr < eons 
即 商 一 处 于 1 和 coss 两 数 之 间 ， 我 们 知道 ， 当 2 一 0 时 cosz 
趋向 于 1 因此, 如果 z 足够 接 近 于 0, 则 商 于 芝 同 1 之 差 只 能 是 
任意 小 ， 这 正 是 所 要 证 明 的 公式 的 含意 . 
由 上 硬 证 明 的 这 个 结论 ， 还 可 以 推 得 
tanz ,Sin% 1 


lim = lim lin —— =1, 
2 x 0 RP ro Cos 


sinT 


以 及 1 
lim 一 一 cos7 -0. 
2 一 0 T 


最 后 这 个 极限 是 由 下 列 公式 转换 而 来 的 ， 当 0 < | < 也 时 ， 


1 一 cosz (1-cosz)(lt+coosx) 1+cos?z 
rz Zz(1 + cosr) ~ zl +cosz) 
sinzg 1 


:一 一 一 一 sin x. 
所 1+coszs 


当 z 王 0 时 ， 右 端的 第 一 个 因子 趋向 于 1, 第 二 个 因子 趋向 于 1/2, 
第 三 个 因子 趋向 于 0, 所 以 整个 骆 积 趋向 于 0 


.2 


用 z 除 上 述 公式 ， 我们 得 到 


1—cosT _ se) 1 
2 2 lt+cosr’' 


由 此 知 


iim 一 -一 一 一 二 . 
人 


当 = 下 co 时 的 极限 ， 最 后 我 们 指出 ， 考 察 连续 变量 x 无 限 增 
大 时 的 极限 过 程 ， 也 同样 是 可 能 的 。 例 如， 方程 


T2 十 1 1 一 去 _1 
Es 1 
1-3 
bb 


的 意义 是 明显 的 ， 它 表示 ， 只 要 z 充分 大 , 左 端 的 函数 同 1 之 差 为 
任意 小 、 求 这 一 类 和 、 积 以 及 商 的 极限 的 法 则 ， 同 前 述 其 他 情形 一 
梯 . 

+ 还 有 一 个 进一步 的 结果 , 在 计算 极限 时 也 常常 会 用 到 , 这 就 是 
求 复合 函数 的 极限 法 则 ， 复合 函数 f(g(z)) 是 定义 在 使 得 2 一 9() 
位 于 f(z) 的 定义 域 中 的 那些 s 值 上 的 ， 函 数 gfz) 可 以 是 连续 变量 
的 函数 ， 也 可 以 是 整 序 变量 的 函数 ， 而 f(z) 必须 是 连续 变量 的 画 
数 

如 果 Ja 9(2) = 这 里 E 是 在 /的 定义 域 的 某 一 个 开 区 则 之 
中 ， 并 且 如 果 In to = 小 则 to fleta) = 全 作为 一 个 推论 ， 我 
们 得 到 ， 连 续 函 数 的 连续 函数 本 身 也 是 连续 的 〈 正 如 第 59 页 上 已 
经 证 明 的 }. 

这 个 结果 显然 可 由 下 述 事实 得 到 ,只 要 取 充 分 接近 于 上 的 那些 
z, 我 们 便 可 使 得 f(z) 主意 接近 于 由 型 为 了 使 得 = = g(z) 充分 和 
近 于 &. 我 们 只 须 取 充 分 接近 于 《 的 那些 = 当 其 中 任何 一 个 变量 
改 为 无 限 增 大 时 ， 上 述 结论 稍 加 变动 仍然 适用 . 
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a. 初等 函数 的 一 些 注 记 


迄今 ,我 们 总 是 不 言 而 喻 地 很 设 初等 函数 是 连续 的 .而 现在 这 

一 事实 的 证 明 是 很 简单 的 首先， 函数 fl) = z 是 连续 的 ; 所 以 ， 
= = .zo 作为 两 个 连续 函数 之 称 也 是 连续 的 ， 并 且 同 样 地 ， z 的 

任 一 个 竺 都 是 连 渎 的， 于是， 每 一 个 多 项 式 作为 连续 函数 之 和 ， 都 
是 连续 的 .每 一 个 有 理 函 数 ， 作 为 连续 末 数 之 商 ， 在 使 得 分 母 不 为 
零 的 每 一 个 区 间 上 也 同样 是 连续 的 . 

函数 z" 是 连续 的 并 且 当 x > 0 时 是 单调 的 ， 因 此 ， Vz 作为 
z" 的 反 画 数 是 连续 的 .由 此 不 难得 出 下 述 结论 ， 有 理 函 数 的 % 次 
根 是 连续 函数 (除去 分 母 为 零 之 处 ). 

利用 已 经 建立 的 各 种 概念 , 现在 就 能 够 证 明 三 角 函 数 的 连续 性 
了 . 但 是 , 我 们 不 在 这 里 讨论 , 因为 在 第 二 章 中 (第 187 页 ), 一 切 三 
和 角 函数 的 连续 性 都 可 以 看 作 这 些 函 数 可 微 性 的 推论 而 直接 得 到 . 

下 面 仅 对 指数 函数 a* 、 一 般 的 短 函 数 ze 以 及 对 数 函数 的 定 
义 和 连 续 性 ， 作 几 点 说 明 ， 正 如 1.3 节 (第 52 页 ) 所 述 ， 我 们 假设 
a 是 正 数 ， 区 如 说 大 于 而 = 是 正 的 有 理 数 (p 和 9 都 是 整 
数 ); 那么 。 ar 二 a 是 这 样 一 个 正 数 ， 它 的 9 次 方 是 a?. 如 果 
是 任何 无 理 数 ， 汶 mra,… :rm … 是 趋向 于 a 的 有 理 数 序列 ， 则 
我 们 可 以 断言 : ， Ham_ ar 存在 ， 这 时 我 们 称 这 个 极限 为 oe- 

为 了 用 柯 西 判别 法 来 证 明 这 个 极限 存在 ,我 们 只 需 证 明 , 如 果 
n 和 m 充 分 大 , 则 |er” -ar| 为 任意 小 . 例如 ， 我 们 假设 rs > rm 
或 者 fa 一 rm = 二 5, 这 里 #8> 0. 于 是 


ar -am 一 arm(ac — 1). 


因为 rm 收 伐 于 a, 所 以 rm 是 有 界 的 ， a"” 也 是 有 界 的 ， 于 是 只 
需 证 明 当 ”和 m 之 值 充分 大 时 ， 正 数 


lu-1= 吃 一 1 


可 任意 小 ， 然后， 只 要 nn 和 m 之 值 充 分 大 ， 则 一 定 可 以 使 得 有 理 
数 4 为 任意 小 因此， 如 果 ; 是 任意 大 的 正 整数 , 那么 当 n 和 m 充 


分 大 时 ， 就 有 5 < 于 . 现在 ， 四 关系 式 5< 十 和 > 1, 便 得 到 


1 
t 


1<a5<a 四 


并 巨 当 [ 无 碌 增 大 时 at 趋向 于 1, 由 此 立即 得 出 上 述 所 要 求 的 论 
断 . 

还 可 以 证 明 ， 按 这 种 方式 把 > 扩充 到 无 理 数 时 的 因数 or 也 是 
处 处 连 歧 的 ， 并 且 是 单调 的 ， 对 于 负 的 = 值 ， 这 个 扯 数 自然 可 由 方 
程 

s__1 


az 一 一 
ez 


来 定义 ， 当 = 取 遍 从 一 co 到 +>% 之 值 时 ，of 取 从 0 到 一 ce 之 间 
所 有 的 值 . 因此 ， 它 具有 连续 的 、 单 调 的 反 函 数 ， 这 个 反 函 数 称 为 
以 a 为 底 的 对 数 函数 同样 ， 我 们 可 以 证 明 ， 一 般 的 转 函 数 =” 录 
x 的 连续 函数 ， 这 里 a 是 任何 国定 的 有 理 数 或 无 理 数 ， 而 x 则 在 
区 间 0 < z < oc 上 变化 ， 并 且 如 果 a 天 0, 则 此 范 数 是 单调 的 . 

这 里 对 于 指数 函数 、 对 数 函 数 双 千 函 数 z* 所 做 的 “初等 的 " 讨 
论 , 以 后 (第 168 页 ) 将 从 在 原则 上 要 简单 得 多 的 另 一 讨论 所 代替 


1 这 一 苔 论 果 由 以 下 事实 得 到 ， 当 4 > 1 时， 如 采 卫 是 正 的 ， 则 租 a 号 大 二 
工 由 于 = fa 喜 jm 为 mm 个 千 大 二 工科 因 说 的 梯 积 ， 央 此 它 也 大 于 1. 
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补 篇 


希腊 数学 的 重大 成 就 之 一 ,是 将 许多 数学 命题 和 定理 按 逻 辑 上 
连贯 的 方式 化 归 为 为 数 不 多 的 非常 简单 的 公设 或 公理 ,， 即 熟知 的 几 
何 公理 和 算术 法 则 ， 它 们 支配 着 如 整数 、 几 何 点 这 样 一 些 基本 对 象 
之 间 的 关系 . 这 些 基本 对 象 是 作为 客观 现实 的 抽象 或 理想 化 而 产生 
的 .各 项 公理 ， 或 因 从 哲学 观点 看 可 认为 是 “显然 ”的 ， 或 仅仅 因 
其 非常 有 说 服 力 ， 而 不 加 证 明 地 了 予以 接受 ， 而 已 定型 的 数学 结构 便 
建立 在 这 些 公 理 的 基础 之 上 . 在 后 来 许多 世纪 中 ， 公 理化 的 欧 几 里 
得 数学 曾 被 认为 是 数学 体系 的 典范 ， 甚 至 为 其 他 学 科 所 努力 效仿 . 
(例如 ,， 像 笛 卡 儿 、 斯 宾 诺 沙 等 哲学 家 ， 就 曾 试图 把 他 们 的 学 说 用 公 
再 方式 ， 或 者 如 他 们 所 说 ，“ 更 加 几何 化 地 提出 来 ， 以 便 使 之 更 
有 说 服 力 . 

经 过 中 世纪 的 停 渤 时 期 以 后 ， 数 学 和 自然 科学 一 起 ， 在 新 出 现 
的 微 积分 的 基础 上 开始 了 突飞猛进 的 发 展 , 这 时 公理 化 的 方法 才 被 
人 们 遗弃 了 . 曾经 极其 广泛 地 开拓 了 数学 领域 的 有 创造 才能 的 先驱 
们 ， 并 不 因为 要 使 这 些 新 发 现 受制 于 协调 的 多 辑 分 析 而 束缚 住 自 
己 ， 因 此 ， 在 17 世纪 ， 逐 渐 广 泛 地 采用 直观 证 据 来 代替 演绎 的 证 
明 . 一 些 第 一 流 的 数学 家 在 确实 感到 结论 无 误 的 情况 下 ， 运 用 了 一 
些 新 的 概念 ， 有 时 甚至 运用 一 些 神 密 的 联想 ， 就 像 关 于 “无 穷 小 数 ” 
或 “无穷 地 小 的 量 " 等 等 ， 由 于 对 微 积 分 新 方法 的 威力 的 信念 ， 促 
使 研究 者 们 走 得 很 远 。 如果 束缚 于 严格 的 跟 制 的 框架 上 ， 这 是 不 
可 能 的 . ) 不 过 也 只 有 那些 具备 卓越 才能 的 数学 大 师 们 才 有 可 能 加 
免 发 生 大 错 . 
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早期 的 那 种 不 甚 加 鉴别 但 卓有成效 的 积极 努力 , 逐渐 地 届 到 了 
对 抗 的 思潮 ， 这 种 对 抗 在 19 世纪 时 达到 高 潮 ， 但 是 仍 没 有 阻止 先 
前 已 出 现 的 富 于 建设 性 的 教学 分 析 的 发 展 . 19 世纪 的 许多 大 数学 
家 ， 特 别 是 亲 西 和 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass), 在 致力 于 严格 的 重 
新 评价 方面 ， 都 曾 起 过 重 太 作用 .由 于 他 们 的 努力 ， 不 仅 为 数学 分 
析 蔓 定 了 新 的 坚实 的 基础 . 而 且 使 之 更 加 清晰 和 简单 ， 并 为 进一步 
重大 的 发 展 提供 了 根据 . 

当时 , 一 个 重要 的 目标 是 机 用 数 的 运算 为 基础 来 作 严格 推理 ， 
以 代替 对 于 含混 不 清 的 “ 直 党 ”的 盲目 信赖 ， 因 为 朴素 的 斤 何 思 
留 f 了 一 个 令 人 不 满 的 含混 的 余地 , 正如 在 以 后 各 童 中 将 会 一 再 看 
到 的 那样 . 例如 ， 和 连续 曲线 的 一 般 概 念 ， 就 建 开 了 几何 上 的 直观 . 
正如 前 面 定义 所 给 出 的 , 表示 连续 函数 的 连续 曲线 不 需要 在 每 一 点 
土 都 具有 确定 的 方向 我们 甚至 能 构造 一 些 连续 函数 ， 它 们 的 图 形 
处 处 都 没有 方向 ， 或 者 说 ， 这 些 曲 线 的 长 度 都 不 能 确定 . 

但 是 ， 我 们 决 不 能 忘记 ， 抽 条 的 演绎 推理 只 不 过 是 数学 的 一 个 
方面 ,而 数学 和 分析 的 挫 动 力量 及 其 广大 的 视野 ， 则 来 自 物 理 现 实 和 
真 观 的 几何 . 

这 些 补充 衬 料 , 将 为 本 章 中 已 经 直观 地 处 理 过 的 各 种 基本 概念 
提供 严格 的 依据 ( 某 些 地 方 有 重复 之 处 )， 


S1 ”极限 和 数 的 概念 


我 们 首先 来 考察 1.1 节 中 那些 思想 ， 较 细致 地 分 析 一 下 实数 概 
念 及 其 间 极 限 概念 之 各 的 联系 . 并 通过 以 自然 数 为 基础 的 构造 性 程 
序 来 定义 数 的 连续 统 ， 然 后 , 我 们 来 证 明 这 种 推广 的 数 的 概念 满足 
算术 运算 法 则 以 及 其 他 要 求 ， 从 而 使 该 数 系 成 为 度量 的 适用 工具 . 
因为 全 面 的 前述 需要 一 本 专门 的 著作 ,所 以 我 们 私 仅 指出 一 
些 主要 的 步骤 .通过 学 习 这 些 有 点 乏味 的 材料 ， 读 者 将 会 感到 惊异 
了 全 如, 见 号 . Landau Foundations of Analysis, 2nd Ed., Chelsea, New York, 
1960 《有 中 译本 ， 克 ， 兰 道 ， 分 析 基 础 ， 商 等 教育 出 版 社 ， 1966). 
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的 是 ,根据 自然 数 ， 人 的 智力 便 能 够 建立 起 最 适宜 于 科学 度量 任务 
的 、 逻 辑 上 一 致 的 数 的 系统 、 
a， 有 理 数 

由 有 理 区 间 定义 的 极限 . 我 们 首先 承认 有 理 数 系统 以 及 从 自 
然 数 的 基本 性 质 推出 的 有 理 数 所 具有 的 通常 性 质 ， 于 是 ， 有 理 数 就 
按 数 值 大 小 可 以 给 出 它 的 次 序 ， 因 面 使 得 我 们 可 将 “有 理 ” 区间 定 
义 为 位 于 两 个 给 定 的 有 理 数 之 问 的 有 理 数 集合 (包括 端点 的 区 间 称 
为 闭 区 间 ) 端点 是 a,b 的 区 间 的 长 度 为 b 一 aj 如 在 la 节 中 所 
述 看 出 , 有理数 是 稠密 的 ， 面 每 一 个 有 理 区 间 包 含 着 无 穷 多 个 有 理 
数 ， 我 们 暂时 假设 所 出 现 的 一 切 量 都 是 有 理 数 . 

在 有 理 数 的 范围 内 ， 我 们 来 定义 序列 和 极限 ( 见 第 74 页 ). 给 
定 有 理 数 的 无 穷 序列 a1,az,… 以 及 有 理 数 *, 如 果 每 一 个 将 + 包含 
Te 名人 和 
人 和 人 有 的 se 天 和， 


,mL Gn 一 也. 
由 此 立即 可 知 ， 有 理 数 序列 的 有 理 数 极限 不 能 多 于 一 个 ， 而 且 对 于 
具有 有 理 数 极限 的 有 理 数 序列 来 说 ， 和 、 差 、 积 、 商 的 极限 运算 的 
一 般 法 则 ( 见 第 77 页 ) 是 成 立 的 . 
这 个 定义 的 一 个 十 分 明显 的 推论 是 , 取 极限 过 程 使 顺序 保持 不 
变 : 如果 liman = olimt = 并 且 对 于 每 一 个 有 an < 56m， 
则 a < Bb 注意， 即便 严格 地 假定 a < 如, 我 们 也 只 能 说 a < b 


1) 也 可 以 纯粹 按 公 理 方 式 引入 实数 ， 而 将 实数 的 一 切 基本 性 质 看 作为 公理 . 在 本 


书 将 要 采用 的 方法 中 ， 原 则 上 我 们 只 承认 关于 自然 数 的 公理 《包括 数学 归纳 法 原理). 这 
时 ， 有 理 数 和 实数 都 是 在 这 个 基础 上 被 构造 出 来 的 . 因此 ， 关 于 实数 的 “公理 ”, 原则 


上 只 不 过 是 有 关 自 然 数 的 一 些 需 要 证 明 的 定 更 , 实际 上 ， 我 们 已 经 从 认定 有 理 数 作为 已 
知 元 素 出 发 了 ， 因 为 由 自然 数 构造 有 理 数 ， 以 及 推出 有 再 数 的 基本 性 质 ， 根 本 不 会 发 生 
困难 - 
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而 不 能 排除 极限 相等 的 可 能 性 (例如 ， 两 个 序列 on = 1 - 人 和 
各 = 工 - 二 > on; 都 具有 极限 1) 

关于 极限 的 命题 ， 可 以 供 助 了 有 理 数 的 等 序列 来 表述 ， 有 理 
数 的 零 序列 是 这 样 的 有 理 数 序列 a1,02,… 它 满足 


lim an = 0. 
noe 


我 们 说 an“ 当 n 无 限 增加 时 变 为 任意 小 ”, 这 指 的 是 ， 对 于 任何 正 
的 有 理 数 a 无 论 多 么 小 )， 不 等 式 lan| <。 对 于 几乎 所 有 的 ” 都 成 
立 ， 显然 ， 序 列 an = 元 是 零 序 列 . 
因此 ,有理数 序列 an 具有 有 理 极 限 ", 其 充分 必要 条 件 是 "一 an 
为 零 序列 . 
b， 有 理 底 间 套 序 列 定义 实数 
我 们 在 第 5 页 上 直 党 地 得 到 ;有理 点 在 实 办 上 是 秋 密 的 ， 并且 
在 任何 两 个 实数 之 间 总 是 存在 着 有 理 数 . 这 使 我 们 想到 有 可 能 完全 
依据 有 理 数 的 顺序 关系 来 严格 地 定义 实数 现在 我 们 就 来 介绍 一 
种 方法 . 

有 理 东 间 套 序 列 ( 见 第 9 页 ), 乃 是 具有 有 理 数 端点 on,bn 的 
闭 区 间 序列 六 ,而 每 一 个 区 间 都 包含 在 前 一 个 区 间 之 中 ， 这 些 区 
间 的 长 度 构成 零 序 列 : 


Onl S an < bn SC bnl 


并 且 


dm (bn —an)=0. 


为 区 间 套 序列 中 的 每 一 个 区 间 有 = [an, 6bx] 都 包含 后 面 所 有 的 
区 间 ， 所 以 位 于 任何 区 间 之 外 的 有 理 数 " 也 位 于 后 面 所 有 区 间 
之 外 ,并 且 在 同一 制 、 因 此 ， 有 埋 区 间 春 序列 将 ~` 切 有 理 数 分 割 为 
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三 类 0, 第 一 类 是 由 位 于 n 足够 大 时 的 那些 天 区 间 左 侧 ， 或 者 对 
于 几乎 所 有 的 n 来 说 有 ” < ow 的 有 吾 数 * 组 成 的 ， 第 二 类 是 由 
包 售 在 所 有 区 间 太 中 的 有 理 数 " 组 成 的 ， 这 -类 最 多 只 含有 一 个 
数 ， 因 为 当 增加 时 区 同 的 长 度 直 过于 堆 ， 第 三 类 是 由 对 于 几 
乎 所 有 的 有 "> bo 的 有 悍 数 * 组 成 的 ， 显 然 ， 第 一 类 中 的 任何 
数 都 小 于 第 二 类 中 的 任何 数 , 而 第 二 关中 的 任何 数 都 小 于 第 三 关中 
的 任何 数 .点 a 本身 不 是 在 第 一 类 中 就 是 在 第 二 类 中 ,而 点 bs 不 
是 在 第 二 关中 就 是 在 第 三 类 中 . 

如 果 第 二 类 不 是 空 的 , 那么 它 就 是 由 唯一 的 有 理 数 7 组 成 的 
在 这 种 情况 下 ,第 一 类 是 由 小 于 "的 有 理 数 组 成 的 ,第 三 关 是 由 大 
于 的 有 更 数组 成 的 . 于 是 我 们 就 灌区 问 认 序 列 代表 有 理 数 
例如， 区 问 套 席 列 | - 上 ,二 去 | 代表 数 

如 果 第 二 类 是 空 的 ， 那么 区 问 套 序列 衣 不 代表 有 更 数 ; 这 时 这 
些 区 同 套 序 列 便 用 来 代表 无 理 数 . 对 于 上 述 目 的 ， 区间 套 序 列 中 的 
特定 的 区 间 fa,bnj 的 选择 并 不 重要 ， 本 质 只 在 于 用 此 序列 把 有 再 
数 分 吊 为 三 美 这 一 点 因为 它 告诉 我 们 无 理 数 在 何 处 插入 到 有 池 数 
中 去 . 


因此 ， 我 们 称 两 个 有 理 区 间 套 序列 [etbo] 和 [of 的 ] 是 等 价 
的 ， 如 果 它 们 将 有 理 数 分 割 为 相同 的 三 类 ， 作 为 练习 ， 请 读者 证 明 
下 述 等 价 性 的 一 个 充分 和 必要 条 件 ， o4 一 an 为 零 序 列 ， 或 者 对 于 
一 切 n 来 说 不 等 式 


An bn 
成 立 . 
我 们 以 -个 有 悍 区 闻 套 序列 lan, bnl 来 规定 一 个 实数 . 如 
果 两 个 不 同 的 区 器 套 序列 是 等 价 的 , 则 由 它们 所 确定 的 实数 吉 认 
为 是 相等 的 . 因此 由 等 价 的 有 理 区 间 套 序列 将 有 天数 划分 成 的 三 


1) 即 所 谓 “ 吉 德 金 分割” 
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类 ， 是 代表 着 一 个 实数 ， 如 果 第 二 类 是 由 一 个 有 理 数 ” 组 成 的 ,我 
们 就 把 这 种 分 类 所 表示 的 实数 看 作为 与 有 理 数 + 是 同一 的 . 


*c。 实数 的 顾 序 、 极 限 和 算术 运算 


定义 了 实数 以 后 , 现在 我 们 就 能 够 来 定义 实数 的 顺序 、 和 、 差 、 
积 、 极 限 等 概念 ， 并 且 来 证 明 实数 具有 通常 的 性 质 ， 为 了 与 任 一 种 
关于 实数 的 定义 相 一 致 ， 必 须 使 得 。 (1) 在 实数 为 有 理 数 的 情况 
下 ， 具 有 通常 的 意义 ， (2) 与 用 来 代表 实数 的 特定 区 间 套 序列 的 选 
择 无 关 . 

“以 实数 为 端点 的 区 加 


虽然 于 今 为 止 总 是 假设 区 间 套 的 端点 是 有 理 数 ， 即使 在 定义 
无 理 数 时 ， 也 是 如 此 . 可 是 现在 我 们 必须 去 掉 这 种 跟 制 ， 并 且 证 明 
我 们 能 够 像 运算 有 理 数 一 样 地 来 运算 实数 . 在 进行 证 明 的 过 程 中 ， 
每 一 步 我 们 都 必须 仔细 ， 要 避免 依靠 那些 从 我 们 的 基础 一 一 有理 
数 出 发 而 测 未 通过 池 辑 推理 而 证 明 的 事实 . 

我 们 用 字母 x,y,… 来 表示 实数 ， 如果 实数 > 是 由 有 理 区 间 套 
席 列 [en 各] 给 出 的 , 则 记 为 = ~ {[ew, bw]}- 由 前 而 的 实数 的 定义 ， 
我 们 可 引出 关于 实数 > ~ {[en,bnj} 与 有 理 数 7 之 间 的 顺序 的 一 个 
很 自然 的 条 义 ， 根据 ” 属于 该 区 间 套 序列 形成 的 有 理 数 分 划 中 的 
第 一 类 、 第 二 类 还 是 第 三 类 ， 我 们 分 别 说 7 < zr = mr > z- 显 
然 ， 这 个 定义 同 确定 * 的 特定 的 区 间 套 序列 {[e,pn]} 无 关 ， 并 且 
当 z 为 有 理 数 时 就 是 通常 的 意义 . 与 此 等 价 地 ， 如 果 对 于 几乎 所 有 
的 mwr < an, 我 们 就 说 > < z, 如 果 对 于 所 有 的 man < < bn, 就 说 
> = z, 如 果 对 于 几乎 所 有 的 mr > bm, 就 说 > > z 

通过 实数 同 有 理 数 的 比较 ， 我 们 就 能 够 在 实数 间 彼 此 进行 比 
较 ， 设 = ~ {leto]}y ~ {[aw, Bnj}。， 如 果 存在 有 理 数 +， 使 得 
Zz <7 < 我 们 就 说 xz < y， 显然 这 个 定义 同 代表 = 和 y 的 特 
定 的 区 间 套 序列 是 无 关 的 ， 因 为 与 有 理 数 > 进行 比较 ， 同 特定 的 区 
间 僚 序列 是 无 关 的 . 因此， 如 果 存 在 有 理 数 +, 使 得 对 于 几乎 所 有 
的 n, 有 Bw <7 < an, 或 者 简单 地 说 ， 如 果 对 于 几乎 所 有 的 m% 有 
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bn < an, 我 们 就 说 z < y. 关系 式 z<y 排除 了 yy<z 或 z=% 的 
可 能 性 ， 显 然 ， 如 果 = < 多 而 4 < 2 则 意味 着 = < 

对 于 任何 两 个 实数 > 和 y, 关系 式 < 妇 z 一 纪 9<z 之 一 必 
须 成 立 ， 因 为 如 果 = 关 y 而 且 其 中 一 个 数 ， 警 如 说 y, 是 有 理 数 ， 
则 y 必定 属于 由 = 所 代表 的 分 划 的 第 一 类 或 第 三 类 ， 也 就 是 说 ,不 
是 y < = 就 是 z < 如果 z 和 y 都 不 是 有 理 数 ， 则 相应 的 这 两 个 
分 划 的 第 二 类 都 是 空 的 ， 而 且 必定 存在 一 个 有 理 数 >, 对 于 其 中 的 
一 个 数 来 说 ， 它 属于 第 一 类 ， 对 于 另 一 个 数 来 说 ， 它 属于 第 三 类 . 
因此 ,不 是 + < y, 就 是 y<z. 

筒 密 性 ， 上 述 这 些 定义 的 一 个 直接 推论 ， 乃 是 有 理 数 的 稠密 
性 , 其 意义 为 : 在 任何 两 个 实数 cy 之 辣 总 是 存在 着 一 个 有 理 数 7 
我 们 还 看 出 ， 如 果实 数 > 是 由 有 理 区 间 套 序列 [an, bn] 所 代表 的 ， 
则 对 于 所 有 的 w 有 an < 5 < bn. 因为 ， 如 果 对 于 某 一 个 mm 来 说 , 
z < am, 则 对 于 几乎 所 有 的 n 来 说 。 pn < am, 这 与 对 于 所 有 的 
都 成 立 的 不 等 式 on < bs 相 矛 盾 . 因此， 每 一 个 实数 都 能 被 限制 在 
长 度 可 任意 小 的 有 理 区 间 [an,5o] 之 中 . 

当 确定 了 实数 的 顺序 以 后 ， 我 们 就 能 讨论 具有 实数 端点 的 区 
局 有 理 数 的 秋 密 性 , 保证 每 个 具有 实 端点 的 区 间 都 包含 有 理 数 、 

极限 ， 实 数 s 称 为 实数 序列 zu za … 的 极限 , 如果 每 一 个 
包含 着 * 的 具有 实数 端点 的 开 区 间 ， 对 于 几乎 所 有 的 n, zn 属于 该 
区 局 . 这 个 定义 与 从 前 用 有 理 区 间 给 出 的 定义 在 下 述 意义 下 是 一 至 
的 : 有 理 序列 的 有 理 数 极限 乃 是 同一 数列 在 更 一 般 的 实数 极限 意义 
下 的 极限 .作为 极限 定义 的 一 个 推论 ， 我 们 看 出 ， 对 于 由 有 理 区 间 
套 序列 [aw,5] 代表 的 实数 = 有 


z= lim an = lim bo 
no0 加 co 


算术 运算 . 下 面 我 们 来 对 实数 = ~ {[en,bn]} 和 y ~ {len,Bn]} 


定义 算术 运算 , 最 容易 做 到 的 是 定义 加 法 和 减法 运算 ， 我 们 定义 
z+y~ {lar + an, brs,+ Ba)}, 


zy~ fen 一 po 加 一 om] 


要 证 明 这 些 定义 有 意义 是 一 道 简单 的 练习 题 ， 其 细节 留 给 读者 { 见 
第 130 页 问题 3). 钢 如 ， 对 于 z 一 妇 只 须 证 明 [en 一 Bn,bn 一 an] 构 
成 的 区 则 套 序列 其 长 度 趋向 于 零 ， 因 此 它们 代表 一 个 实数 z. 直 
接 通 过 x 和 3 来 刻画 有 理 数 被 > 所 代表 的 分 割 的 三 类 ， 便 可 证 明 
z 对 于 z 和 3 的 特定 序列 表示 无 关 这 一 事实 ; 例如 ， 第 一 类 是 由 有 
理 数 > < z 组 成 的 ， 或 者 说 ， 对 于 某 些 mr 总 会 被 w 一 入 所 超 
过 ; 这 些 不 难看 作 形式 为 一 t 的 有 理 数 ， 这 里 s 和 + 是 分 别 满 
是 不 等 式 s < zt > y 的 有 理 数 . 
两 个 实数 z,y 之 积 ， 当 3 > 0 时 ， 定 义 为 


zy {enon, brn]}, 


这 里 我 们 已 经 委 设 ， 所 有 的 cn > 0; 在 y<0 和 w=0 的 情况 下 ， 
怎样 的 区 间 套 序列 适用 于 > '% 其 很 明白 的 当 ? 基 正 有 理 数 时 ， 
积 z.y 也 可 表示 为 下 列 形式 : 
wy ~ {lary, Bn)}- 

对 于 自然 数 y = m, 积 = mz 也 能 通过 > 的 反复 相 加 而 得 到 ， 
即 mmz=T+im 一 Je 一 2 十 一 十 工 

实数 的 算术 运算 服从 通常 的 法 则 .特别 是 ， 关 系 式 = < Y 等 价 
于 0 <y 一 zx, 我 们 还 能 引入 实数 的 绝对 值 ， 并 且 能 够 证 明 三 角 不 
等 式 |ts+ 记 < z+ 则 成 立 于 是 ， 上 而 通 过 顺序 关东 定义 的 实数 
序列 的 极限 概念 ， 可 以 用 一 种 与 之 等 价 的 方式 来 表述 如 果 对 于 每 
一 个 正 实数 s, 关系 式 |x 一 2n| < < 对 于 几乎 所 有 的 n 都 成 立 ， 则 


z= lim gn. 
neo 


现在 我 们 来 证 明 所 谓 的 阿 基 米 德 公 
阿 基 米 德 公理 如 果 ” 和 有 而 且 > 为 正 ， 存在 一 


个 你 要 四 全 全 me > 

实质 上 , 这 意味 着 ， 一 个 实数 同 另 一 个 实数 相 比 , 既 不 能 是 "天 
穷 地 小 ”也 不 能 是 “无穷 地 大 "除非 其 中 之 一 为 零 ). 为 了 证 明 阿 基 
米 德 公理 (在 我 们 的 论述 中 ， 它 实际 上 是 一 个 定理 ), 我 们 注意 到 
对 于 有 理 数 来 说 ， 它 乃 是 整数 的 普通 性 质 的 推论 . 现在 ， 如 果 z ~ 
{[est]j} 和 yg ~ {lan, Bnj} 是 实数 ， 而 且 z 为 正 ， 则 对 于 几乎 所 有 
的 mn, 有 an > 0. 因为 ow 和 bs 都 是 有 理 数 ， 所 以 我 们 能 够 找到 一 
个 如 此 大 的 mm, 使 得 men > Bn, 因此 me > 所 之 六 


d. 实数 连续 统 的 完备 性 ， 闭 区 间 的 紧 数 性 ， 收 数 判别 法 则 


实数 使 得 有 理 数 的 极限 运算 成 为 可 能 的 了 ， 但 是 如 果实 数 也 来 
进行 相应 的 极限 运算 时 ， 还 需要 再 引入 一 种 “ 非 实数 ”以 填补 到 实 
- 数 之 间 , 并 且 如 此 下 去 没完 没 了 的 话 , 实数 的 价值 就 不 大 了 . 幸好 ， 
实数 的 定义 是 如 比 完备， 以 数 若 不 放 奔 实效 系 的 基本 性 质 之 一 ， 识 
不 可 能 将 它 进 一 步 扩充 ， 例如 为 引进 复数 就 必须 放弃 “顺序 ”) 
连续 性 原理 
实数 连续 物 的 这 种 完备 性 是 通过 下 述 基 本 的 连 雪 性 原理 来 
示 的 (参见 第 7 页 ): 每 一 个 具有 实数 湛 点 的 区 间 套 序列 都 包含 着 一 
个 实数 .为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 来 考虑 这 样 一 些 闭 区 则 [sn,y] 每 
一 个 区 间 都 包含 在 前 一 个 区 间 之 中 ， 而 它们 的 长 度 加 一 zn 构成 办 
序列 . 我 们 可 以 断言 ， 存 在 一 个 实数 x, 它 包 含 在 所 有 的 [zo,ye] 之 
中 ， 因而 ,序列 zn 和 ye 都 以 > 为 极限 ， 为 此 ， 我 们 用 包含 zwam] 
的 有 理 区 阿 套 序 列 ,tr], 来 代替 区 间 套 序列 few to]. 于 是 ,这 个 
有 理 区 间 套 序列 将 确定 一 个 所 需 的 实数 z. 对 于 每 一 个 n, 设 on 是 
小 于 zn 的 形式 为 过 -的 最 大 有 再 数 ， 而 5n 是 大 于 Wn 的 形式 为 
二 的 最 小 有 更 数 ,这 里 p 和 4 都 直 整 数 ， 显 然 ， 这 些 区 同 fan,b] 
构成 代表 实数 ” 的 区 间 赛 序列 . 如 果 = 位 于 某 一 个 区 间 [ovym] 之 
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外 ， 壁 如 说 > < zm, 那么 就 会 存在 一 个 有 理 数 ", 使 得 = < 7 < zm， 
于 是 ， 对 于 所 有 充分 大 的 m%, 我 们 有 


Yn < bn STE Tm Ens 


而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 所 有 的 区 同 [m,n] 都 包含 着 点 地 

分 处 斯 特 拉 斯 原理 一 眩 到 人 

上 述 连续 性 原理 的 其 他 几 种 形式 也 是 很 重要 的 ， 第 一 种 形式 
是 关于 有 界 序列 存在 极限 点 或 效 队 点 的 外 尔 斯 特 拉 斯 原理 . 我 们 
说 点 = 是 序列 1,22,… 的 极限 点 , 如 果 每 一 个 包含 > 的 开 区 同 ， 
就 无穷 多 个 m 使 得 r 属于 该 区 间 ， 请 注意 这 个 定义 同 极 限 定 
义 之 间 的 差别 ， 在 极限 的 定义 中 ， 是 对 于 几乎 所 有 的 nm 即 对 于 最 
多 除去 有 限 个 数 以 外 的 所 有 的 n, 或 者 对 于 所 有 充分 大 的 n 来 说 
zo 都 必须 位 于 开 区 间 之 中 ， 如 果 序 列 有 极限 ， 虽 此 极限 也 是 序列 
的 极限 点 ， 事 实 上 是 唯一 的 极限 点 ， 也 可 能 不 存在 极限 点 (例如 序 
列 23,4…), 也 可 能 存在 唯 -- 的 极限 点 (例如 路 全 的 序列 ) 也 可 
能 存在 几 个 极限 点 (例如 ， 序 列 1， -1, 1 ,1 … 有 两 个 极限 点 + 
和 -1 外 尔 斯 特 拉 斯 原理 断定 ， 每 一 个 有 界 序列 至 少 具有 一 个 
极限 点 . 


为 了 证 明 这 一 原型 ， 我 们 注意 到 : 由 于 序列 x1, x2,… 是 有 办 
的 ， 所 以 存在 一 个 包含 着 所 有 zn 的 区 同 [yu 2] 从 后 ,| 开始 ， 
我 们 对 n 用 归纳 法 来 构造 区 间 套 序列 [yn,znj, 使 得 每 一 个 区 间 都 
包含 着 无 穷 多 个 点 zm- 如 果 [yn,zn] 包含 着 无 穷 多 个 zm, 那么 我 
们 就 用 区 间 的 中 点 把 [yn, zn] 分 为 两 个 相等 的 部 分 ， 如 此 所 得 到 的 
两 个 闭 区 间 ， 至 少 有 一 个 必定 包含 着 无 穷 多 个 zm, 取 定 它 并 记 作 
[rznr 显然 ， [yn zn] 构成 代表 实数 = 的 区 间 套 序列 ， 每 一 
个 包含 z 的 开 区 间 ， 对 于 充分 大 的 n 来 说 ， 将 包含 着 区 间 [yn, zn]. 
因而 必定 包含 着 无 穷 多 个 zm 
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极限 点 也 可 用 无 穷 序列 z1,x2,… 的 子 序列 的 极限 来 定义 . 
子 序列 是 从 给 定 序列 中 抽出 来 的 性 一 无 穷 序 列 ， 也 就 是 形式 为 ra， 
za … 的 序列 ， 这 里 wr， < zn < za < 显然， 一 个 点 x 
是 序列 rt,za，… 的 极限 点 ， 如 果 它 是 某 个 子 序列 的 极限 、 反 之 ， 
对 于 和 尾 何 极限 点 x, 我 们 能 够 用 归纳 法 来 构造 收敛 于 > 的 子 序列 
7nazno 和 如果 zi， zn,，*…，Zns_， 已 经 确定 ， 那 么 我 们 就 在 
n> ne-: 和 zn 一 2| < 27* 的 无 穷 多 个 整数 n 中 ， 取 一 个 作为 nig. 

这 样 ， 我 们 可 将 外 尔 斯 特 拉 斯 原理 用 如 下 形式 给 出 : 

定 轩 每 个 有 办 天 和 实数 序 列 ,都 县 有 收 篆 人 了 这 列 

一 个 集合 称 为 紧 致 的 ， 如 果 由 它 的 元 素 构 成 的 每 一 个 序列 都 
包含 着 收 敏 于 该 集合 中 一 个 元 素 的 子 序列 . 现在 再 重新 来 叙述 上 面 
的 定理 ， 我 们 可 说 ， 实数 集 的 闭 区 间 是 紧 致 集 - 

i 

上 十 要 一 个 允 兴 认 是 每 个 间 有 时 二 和 
的 . 事实 上 ， 设 序列 rt,r>,… 是 单调 的 ， 辟 如 说 ， 是 单调 增加 的 . 
如 果 这 个 序列 又 是 有 界 的 ， 那 么 它 就 具有 极限 点 = 因为 序列 中 相 
继 的 各 项 都 是 递增 的 ， 所 以 在 这 个 序列 中 必定 存在 着 一 些 点 mr 它 
们 可 任意 接近 z 但 都 不 超过 z; 如果 zn > zx, 则 对 于 mm > mw 便 有 
zm > zn > 2 由 此 可 知 ， 每 一 个 包含 + 的 区 间 都 包含 着 几乎 所 有 
的 zn, 或 者 说 ， z 是 该 序列 的 极限 . 

相配 由 放 

序列 是 单调 有 界 的 这 一 条 件 ， 对 于 收敛 性 来 说 ， 是 充分 条 御 
- 这 个 命 古 的 重要 意义 在 于 : 它 常 使 我 们 能 够 证 明 序 列 极限 的 存在 
而 不 必 有 预先 知道 极限 的 值 ， 并 且 ， 在 具体 应 用 时 ， 序 列 的 单调 性 和 
有 男性 通常 是 容易 检验 的 、 但是， 并 非 每 一 个 收 敏 序列 都 必定 是 单 
调 的 ( 明 然 它 必须 是 有 界 的 ), 因而 更 重要 的 是 要 有 一 个 较为 通用 的 
收获 性 判别 法 则 , 这 就 是 柯 西 的 内 在 收敛 判别 法 ， 它 是 一 个 序列 极 
限 存 在 的 充分 和 必要 条 件 : 


序列 oemo 是 下 你 的 , 当 且 位 当 对 了 每 -个 下 数 。 厅 
在 个 in 侣 得 对 于 万 有 太 于 允 的 "各 mv -aml < 感 立 

换言之 ,一 个 序列 是 收 化 的 ， 如果 这 个 序列 中 下 标 足 够 大 的 任 
何 两 项 签 此 之 差 都 小 于 e. 

我 们 来 证 明 这 个 条 件 对 于 收敛 性 来 说 是 必要 的 . 如 果 z = lim zw， 
那么 对 足够 大 的 mw 每 一 个 za 同 z 之 差 都 小 于 三 , 因此， 根据 三 
角 不 等 式 ; 每 两 个 这 样 的 值 za 和 zm 彼此 之 差 都 小 于 s. 反之 , 我 
们 考虑 这 样 一 个 序列 ， 对 于 任何 。 > 0 和 对 于 所 有 充分 大 的 n 和 
m, 有 je - zm| < 6, 这 时 ， 存 在 一 个 数值 N, 使 得 几乎 所 有 的 er 
都 能 够 被 包括 在 一 个 长 度 为 2 的 区 间 之 中 ， 这样， 我 们 也 就 能 够 作 
出 一 个 适当 大 的 区 间 ， 使 得 它 还 包含 可 能 位 于 以 zx 为 中 心 长 度 为 
2 的 区 间 之 外 的 有 限 个 数 =* 于 是 序列 是 有 界 的 . 因此 具有 极限 点 
z. 进步 ， 对 包含 z 的 每 一 个 开 区 间 ， 它 也 包含 着 具有 充分 大 下 
标 m 的 那些 点 zm. 这 是 因为 对 于 充分 大 的 n 来 说 。 zn 彼此 之 差 
为 任意 小 ; 这 就 得 知 ,包含 z 的 开 区 间 必 定 包含 几乎 所 有 的 rw 于 
是 x 为 序列 的 极限 . 


e. 最 小 上 界 和 最 大 下 界 


有 界 的 实数 集合 存在 着 “一 切 可 能 中 的 最 好 的 ”上 界 和 下 界 ， 
这 一 点 是 极为 重要 的 .实数 x 的 集合 5 是 有 界 的 ， 如 果 5 中 所 有 
的 数 都 能 被 包括 在 同一 个 有 限 区 间 之 中 . 这 时 ,存在 5 的 十 界 , 即 
这 样 的 一 些 数 B, 使 得 5 中 的 任何 数 x 都 不 超过 B: 
TzT<B 对 于 5 中 所 有 的 zx. 


类似 地 ,存在 5 的 下 界 


4<z 对 于 5 中 所 有 的 z. 


例如 ， 对 于 自然 数 倒数 的 集合 1， 1/2,1/3，1/4… 来 说 ， 任 何 数 
B > 1 都 是 上 界 ， 任 何 数 4 < 0 都 是 下 界 ; 这 里 ， 数 1 一 一 集合 中 
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的 一 个 元 素 -是 最 小 的 上 界 ， 而 数 0 虽然 不 是 集合 中 的 元 
素 ， 但 它 是 集合 元 素 的 极限 点 一 是 最 大 的 下 界 、 实 数 集合 的 最 
小 上 界 通常 称 为 它 的 上 确 界 , 而 最 大 的 下 界 则 称 为 其 下 确 界 .一 
般 说 来 ， 集 合 的 上 确 界 和 下 确 界 ， 如 果 不 是 集合 中 的 元 素 ,至 少 也 
是 集合 中 元 素 序列 的 极限 点 ， 因 为 ， 如 果 8 的 最 小 上 界 5 不 属于 
5, 则 在 5 中 必定 存在 任意 接近 于 的 一 些 元 素 ， 否 则 我 们 就 能 找 
到 比 5 小 的 8 的 上 界 ， 因 此 ， 我 们 能 够 从 5 中 依次 地 选 出 越 来 直 
接近 5 并 且 收 敏 于 5 的 数列 nu ra …-, 

从 单调 有 界 序列 是 收敛 的 这 一 事实 ,立即 可 以 推 知 有 界 集合 S 
存在 最 小 的 上 界 . 对 于 任 -- mw, 我 们 定义 Be 是 分 母 为 2" 的 5 的 
最 小 的 有 理 数 上 界 ， 显 然 ， 对 于 5 中 的 任何 = 以 及 任何 mw 有 


zs < Bn < Bn Bi. 


因此 ， B。 构成 单调 减少 的 有 界 序列 ， 它 必定 具有 极限 b 不 难看 
出 ，8 是 5S 的 上 界 , 并 且 不 存在 更 小 的 上 界 . 最 大 下 界 的 存在 ， 可 
以 用 同样 的 方法 来 证 明 . 


f.。 有 理 数 的 可 数 性 


关于 有 理化 的 一 个 惊人 的 发 现 是 在 19 世纪 后 期 得 到 的 ， 这 
发 现 促使 G. 康 托 (Contor) 在 1872 年 以 后 创造 出 集合 论 . 虽然 
有 理 数 是 稠密 的 。 并 且 不 能 按 大 小 来 排列 ， 但 是 它们 仍然 可 以 排 成 
一 个 无 穷 序列 ,72,… ,rn,…, 其 中 每 一 个 有 理 数 都 出 现 一 次 ， 因 
此 ， 有 理 数 可 以 一 一 列举 ， 或 者 说 ， 可 以 这 样 数 出 来 第 一 个 、 第 
二 个 、… 、 第 7 个 、… 有理数 ， 当 然 ， 序 列 中 各 伍 的 顺序 并 不 
是 按照 它们 大 小 来 排列 的 . 这 个 对 于 任何 区 间 上 的 有 理 数 都 同样 成 
立 的 结论 ， 可 以 用 一 名 话 来 表达 ， 有 理 数 是 可 数 的 ,或 者 说 ， 有 
理 数 构成 可 数 集合 

为 了 证 明 这 个 结果 , 我 们 仅 对 正 有 理 数 给 出 一 个 排 成 序列 的 方 
案 每 一 个 正 有 理 儿 才能 写成 也 的 形式 ， 其 中 p 和 4 是 自然 数 . 
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对 于 每 一 个 下 整数 正好 存在 着 上 一 1 个 分 数 了 ,其 中 p+g 一 
将 这 些 分 数 按 p 增加 的 顺序 排列 起 来 . 对 于 大 = 2,3,4,… 依次 写 
出 不 同 的 数组 ， 我 们 便 得 到 ( 见 图 S1.1) 一 个 包含 着 所 有 正 有 理 数 
的 序列 。 去掉 分 子 和 分 母 具 有 大 于 1 的 公 因子 的 那些 分 数 (该 分 数 
和 前 面 某 一 个 分 数 表示 同一 有 理 数 ), 我 们 便 得 到 序列 
11 2 1 3 12 3 4 1 51 2 
913 1 4 321516 5 
其 中 每 一 个 正 有 理 数 正好 出 现 一 次 . 我 们 不 难 构造 出 包含 所 有 的 有 
理 数 或 菜 一 特定 区 间 上 的 所 有 有 理 数 的 类 似 的 序列 . 


图 S1.1 ”下 有 理 数 的 可 数 性 


这 一 结果 , 只 有 补充 下 面 另 一 基本 事实 后 才能 有 相当 深入 的 理 
解 ， 即 一 切实 数 的 集合 是 不 可 数 的 0). 这 一 点 说 明 ， 实 数 集合 比 有 
理 数 集合 包含 着 “多 得 多 的 ”元 素 ， 虽 然 这 两 个 集合 都 是 无 限 的 ; 
因此 ， 可 数 性 实际 上 是 集合 的 一 种 限 止 性 很 强 的 性 质 . 


1) 关于 集合 论 的 这 一 基本 事实 的 让 曙 和 简短 的 下 性 讨论 ， 见 Courant 和 Robbins 
的 & What is Mathematics 》 一 书 第 8; 
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集合 论 在 数学 中 起 着 一 种 重要 的 澄清 作用 ， 员 然 对 它 无 限制 的 
普遍 应 用 导致 了 一 些 自 相 矛 盾 的 结果 ， 并 且 引起 了 争论 然而 ,这 
种 悖 论 并 没有 影响 富有 建设 性 的 数学 的 实质 , 而 且 在 实数 的 集合 论 
中 是 不 存在 的 . 


S2 ”关于 连续 秒 数 的 定理 


连续 函数 的 一 些 重要 性 质 ， 是 建立 在 实数 完备 性 的 基础 之 上 
的 ， 我 们 回忆 连续 性 的 定义 :函数 ftx) 在 点 上 是 连续 的 ， 如 果 对 
于 任何 给 定 的 正 数 s, 不 等 式 |/fz)  f(é)| <。 对 于 充分 接近 上 的 
一 切 = 都 成 立 ， 或 者 说 对 于 与 上 相差 小 于 适当 的 量 5 的 一 切 + 都 
成 立 ，6 一 般 与 = 和 上 的 选择 有 关 . 当然 ， 在 这 个 定义 中 我 们 仅 考 
虑 使 得 f 有 定义 的 那些 > 和 上 之 值 . 

连续 性 的 定义 可 以 借助 于 序列 的 收 侣 性 更 简洁 地 表达 如 下 : 
/可 6 是 闪 续 的 , 各 时 时 于 村 个 县 有 当归 《的 序列 1.0,… 
有 ,mflen) = FE) 这 里 za 和 之 值 仍 在 /的 定义 域 中 ) 这 两 
个 定义 的 等 价 性 在 1.8 节 中 已 经 证 明 过 (第 89 页 )-. 

如 果 ffz) 在 一 个 区 间 的 每 一 点 上 都 是 连续 的 ， 则 称 在 这 个 
区 闻 上 是 连续 的 如 果 对 于 给 定 的 上 > 0, 只 要 z 和 充分 接近 而 
不 管 它们 在 区 间 中 的 位 置 如 何 ， 我 们 都 有 |Ffz) 一 了)| <。 则 称 
了 是 一 致 连续 的 ; 因此 ， 如 果 在 广 续 性 定义 中 出 现 的 量 6 能够 选 
择 得 与 无 关 ， 即 对 于 每 一 个 es > 0, 存在 5 = 5 弛 ls) > 0, 使 得 当 
lz 一 丰 < 时 有 |ffz)~ FS <<, 则 了 是 一 致 连续 的 . 对 于 实际 应 
用 来 说 ,这 意味 着 ， 如 果 我 们 把 f 有 定义 的 区 间 划 分 为 足 各 多 的 等 
长 的 子 区 同 ， 则 上 在 每 一 个 子 区 间 上 的 变化 都 小 于 预先 指定 的 量 
= 在 任何 一 点 上 ， f 的 值 与 它 在 同一 子 区 间 上 其 他 任何 点 的 值 之 
差 都 直 于 e. 

现在 我 们 来 证 明 ， 每 一 个 在 闭 区 各 fw, 如 上 连续 的 示 数 ， 在 这 
个 区 同上 孝 划 天 的 
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如 遇 了 在 [a, 是 上 不 是 … 臻 连续 的 ， 则 存在 一 个 同 定 的 < > 0， 
且 存 在 着 [a, 趾 上 皱 此 任意 接近 的 点 x,é, 使 得 |f(x) - ft€)] > < 
于 是 下 于 每 一 个 m 就 可 以 在 fa 外 上 选取 点 zn,én, 使 得 Fr) 一 
(tm 宇 = 和 |zn 名 | < 元 :因为 xen 构成 有 界 数列 ， 所 以 我 们 
能 驶 我 到 收 化 于 区 间 w% 相 上 一 点 9 的 子 序列 (利用 闭 区 问 的 紧 至 
惨 ) 这 时 ， 相 应 的 子 序列 6 也 要 收敛 于 六 因为 1 在 9 处 是 连续 
的 ， 所 以 当 子 序 烈 中 的 下 标 趋向 于 无 穿 大 时 ,我 们 就 可 得 到 fm) = 
lim f(zn) = lim Fn) 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 对 于 所 有 的 n 都 
Flrn) 一 FS)| 二 < 

中 间 什 定理 断言 : 如 果 f{z) 是 区 间 a < > < 5 上 的 连续 函 
数 ，7 是 7 和 J 之 同 的 任 一 数值 ， 则 存在 a 和 + 之 间 的 某 个 
适当 的 数值 ,有 (5) = 7. 这 就 是 说 ， 方 程 f(y = 7 必定 存在 解 


名 如 果 我 们 能 够 指出 两 个 数值 a 和 5, 对 于 它们 分 别 采 f(a) <Y 和 
f(b) > 了 由 此 可 直接 得 到 ， 如 果 f 是 连续 的 和 单调 的 ， 则 存在 唯 
一 确定 的 反 秀 数 , 正如 我 们 已 经 看 到 过 的 (第 上 庆 ) 

为 了 证 明 中 间 值 定理 , 设 4 < bfla) = o,f(01 = 8 而 a< 
7< 8. 设 5 是 区 间 [ww, 避 上 使 得 f(x) < 的 点 < 的 集合 ，5 是 
有 界 的 ， 因 面具 有 也 属于 闭 区 间 [a, 引 的 最 小 上 界 &。 于 是 ， 对 于 
<<z<h 则 有 Hz)>Y' 点 或 者 属于 8, 或 者 是 9 中 的 点 列 rn 
的 极限 .在 第 一 种 情况 下 ， XLS < 7, 但 因为 yj > 3, 所 以 上 < 也 
而 在 和 5 之 间 存 在 着 任意 接近 于 & 的 一 些 点 x, 使 得 f(z) > 7. 这 
是 不 可 能 的 ， 如 果 了 在 处 是 连续 的 并 且 f(t$) < 7 在 第 二 种 情况 
下 ， fj 之 由 于 za) < 97 和 lim zn = 我 们 得 到 AS) 和信 
因为 我 们 已 经 知道 FE) < 7 是 不 可 能 的 ， 所 以 必定 有 FS) = >. 

闭 区 间 [e, 吕 上 的 连续 函数 f(x) 的 第 三 个 基本 性 质 是 存在 最 
大 值 . 即 在 区 间 [e,b] 上 存在 点 6 使 得 对 于 此 区 间 上 所 有 的 x 来 
说 。 fz) < 7()- 类 似 地 ， 在 此 区 间 的 某 一 点 9 上 f 将 取 到 最 小 
值 : 对 于 此 区 介 上 的 所 有 z 来 说 ， f(x) > FS)- 重要 的 是 区 间 必 须 
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是 闭 敬 例如， 函数 FLa) = = 或 ftz) = 二 都 是 连 颖 的 ， 但 是 它们 
在 开 区 间 9 < = < ! 上 并 没有 最 大 信 ， 因 而 最 大 值 可 能 正好 出 现在 
一 个 端点 上 ,而 如 果 上 在 器 点 是 不 连续 的 , 则 最 大 秆 还 可 能 根本 不 
存在 

为 了 证 明 这 一 原理 ， 我 们 注意 到 ， 在 [a 站 上 连续 的 西数 f 必 
定 是 有 界 的 , 也 就 是 说 ， 构 成 的 “ 值 域 'S 的 数值 () 都 位 于 
荣 一 有 限 区 间 之 中 事实 上 ， 由 于 上 的 一 致 连续 性 ， 我 人 能够 在 
区 间 [e 红 上 找到 有 限 个 点 xz,z2,…,zm 使 得 ftr) 在 此 区 同 的 任 
何 点 ”上 的 值 同 数值 f(s1), fizz),…, f(zn) 之 一 相差 小 于 1 而 
Fe fo2),…,1(en) 全 体 前 能够 被 包含 在 一 个 有 限 区 间 之 中 . 进 
一 步 ， 因 为 数值 la 的 集合 8 是 有 界 的 ， 所 以 它 具 有 最 小 上 界 M 
这 个 MM 是 对 于 [5, 引 开 所 有 的 = 来 说 是 使 得 f(z) < M' 成 立 的 最 
小 的 数 ， 当然 M 或 者 属于 $, 或 者 是 9 中 的 荣 一 点 列 的 极限 ， 对 
于 第 一 种 情况 ， 册 在 [中 上 存在 点 使 得 /4) = 1. 对 于 第 二 种 
情况 ， 则 在 io, 日 上 存在 点 列 zm, 便 得 ,ing_ f(zw) = M; 于 是 我 
们 能 够 找到 收 敏 于 le. 引 上 点 # 的 zn 的 子 序列 ， 而 由 于 在 处 
的 连续 性 ， 又 有 f(#) = M. 显然 ， F(6) 是 了 的 最 大 值 


5S3 极 坐 标 


第 一 章 中 ,我们 曾 在 几何 上 用 曲线 来 表示 函数 ;而 解析 儿 何 学 
则 遵循 着 相反 的 程序 ， 即 从 曲线 出 发 并 用 函数 (例如 用 通过 曲线 上 
的 点 的 一 个 举 标 来 表示 其 务 一 个 坐标 的 函 敛 ) 来 表示 曲线 ， 这 种 观 
点 自然 会 使 我 们 想到 除了 以 前 所 用 的 直角 坐标 以 外 , 可 能 采用 更 适 
宜 于 表示 几何 上 给 定 曲线 的 其 他 一 些 坐 标 系 . 最 重要 的 一 个 就 是 极 
学 标 际 7,0; 点 己 的 极 俘 标 ,6 同 直 朋 坐 标 x,y 之 间 的 关系 由 下 列 
方程 给 出 : 


了 


z=rtosb, y=rsind, r= 72 + tanf = 
了 
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其 所 何 解 释 由 图 S1.2 即 可 明了 3， 


了 


图 S1.2 祝 坐 枝 


例如 ， 我 们 考虑 双 组 线 ， 又 纽 线 在 几何 上 定义 为 一 切 这 样 的 点 
己 的 轨迹 ， 点 了 与 直角 举 标 分 别 为 < = wy=0 和 z= -cg 一 0 
的 两 个 固定 点 瑟 和 机 的 距离 71 和 7 之 积 为 常 值 o2( 兄 图 S1.3). 
从 


r= (ra Fy, re= (fo)? +t, 


了 


同 81.3 观 纽 线 


1) 极 坐标 不 能 由 点 已 完全 确定 。 除了 以外， 向 8 士 27.9 二 4m,，… 中 的 任何 一 
个 也 都 能 看 成 点 卫 的 极 角 . 
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经 过 简单 的 运算 ， 我 们 便 得 到 下 列 形式 的 双 纽 线 方程 

({z2 十 3 - 2az[z2 — PP) = 0. 

现在 ， 引 入 极 坐 标 ， 我 们 得 到 
rt ~ ga2r2(cos? 9 — sin?0) = 0; 

除 以 x? 并 应 用 简单 的 三 角 公 式 ， 上 式 化 为 

ra = 2a2 cos 26. 
因此 ， 双 纽 线 方程 在 极 举 标 中 要 比 在 直角 坐标 中 形式 简单 . 
S4 ”关于 复数 的 注 记 


我 们 的 研究 将 主要 是 基于 实数 连续 统 。 但是， 为 了 便于 进行 第 
七 、 八 、 九 章 的 各 种 讨论 ， 我 们 请 读者 注意 、 研 究 代数 学 中 的 问题 
已 使 数 的 概念 进一步 扩充 了 ， 即 产生 了 复数 ， 由 自然 数 向 实数 的 
发 展 起 因 于 下 述 要 求 : 即 为 了 消除 例外 现象 并 使 得 某 些 运算 (例如 
诚 法 、 除 法 ) 以 及 点 与 数 之 问 的 相互 对 应 总 是 可 能 的 ， 类 似 地 ， 为 
了 使 每 一 个 二 次 方程 ， 实 际 上 是 每 一 个 代数 方程 都 具有 解 ， 我 们 就 
不 得 不 引入 复数 ， 例 如 ， 如 果 希 望 方程 


z+1=0 
具有 根 ， 我 们 就 不 得 不 引入 新 的 符号 和 一 i 作为 根 、 【如 在 复 变 
酒 数论 中 所 看 到 的 ， 这 就 足以 保证 每 一 个 代数 方程 部 有 解 5) 
如 果 < 和 ”是 普通 的 实数 ， 则 复数 = = e 十 记 表 示 一 对 数 (a, 靖 ， 
它们 按 下 述 一 般 法则 进行 运算 ， 我 们 对 复数 (其 中 包括 实数 是 作为 
”=10 的 特殊 情况 ) 进行 加 法 、 莱 法 和 除法 运算 时 ， 是 将 符号 i 当 作 
1) 代数 方程 的 形式 是 P(r) 一 0, 这 里 己 是 具有 夏 系 数 的 多 项 式 . 
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未 定 的 量 来 处 理 ， 并 由 此 简化 整个 表达 式 ， 即 利用 方程 定 = -1 去 
掉 i 的 高 于 - -次 的 血 ， 最 后 只 剩 下 形式 为 ec 十 埃 的 式 子 . 

我 们 假设 读者 已 经 在 某 种 程度 上 熟悉 了 复数 . 但 是 在 这 里 ,我 
们 还 要 强调 指出 一 个 特别 重要 的 关系 式 , 下 面 将 用 复数 的 几何 或 三 
角 表 示 法 来 加 以 解释 . 假设 ec = z 十 说 是 这 样 一 个 数 ， 它 在 直角 
坐标 系 中 我 们 用 坐标 为 x 和 yy 的 点 已 来 表示 它 . 现在 借助 于 方程 
z 三 rcos0,y 二 rsin9, 引入 极 坐标 > 和 以 见 第 112 页 ) 来 代替 直角 
坐标 z 和 y. 这 时 ，7 = V 衬 十 色 是 点 已 同 原点 的 距离 ， 9 是 正 
的 > 轴 同 线段 OP 之 间 的 夹 角 ， 这 样 复数 就 表示 为 下 列 形式 


c=r(cos0 + isinOd). 


角 8 称 为 复数 < 的 幅 角 ， 量 > 称 为 复数 c 的 绝对 信 或 模 ， 我 们 记 之 
为 中 这 里 “ 共 亏 " 复数 “= z 一 翅 显然 与 < 有 相同 的 绝对 值 ， 但 
辐 角 则 为 ~0 ( 见 图 51.4). 显然 


m2=|cP= c= + 


图 S1.4 复数 x 十 认 及 其 共 辆 复数 的 几何 表示 


如 果 我 们 利用 这 种 三 角 表 示 法 , 复数 的 季 法 则 可 取得 特别 简单 
-115 


的 形式 ， 因 为 这 时 


ce =r(cos0 +isind).r'(cost + ising) 


一 rrf(cosgcosgb — sing sin 0') + i(cos Osin 0’ + sinb cos@’)]. 
利用 三 角 函 数 的 加 法 定理 ， 上 式 化 为 
ce =rr(cos(0 40) 二 isin(g 十 2) 


因此 ， 复 数 相 乘 ， 只 须 将 它们 的 绝对 值 相 乘 而 将 它们 的 辐 角 相 加 便 
可 实现 .著名 的 公式 

(cosb +isind)(cost +isint) = cos(0 + 9) +isin(0 + H) 
通常 称 为 德 . 莫 阿 弗 尔 (De Moivre) 定 理 - 由 此 我 们 得 到 下 列 关系 
式 : 


(cosg + isind)™ = cosng 十 isin nO; 


利用 此 式 我 们 立即 可 求解 方程 如 z” = 1, 其 中 ” 为 正 整 数 ， 其 根 
( 即 所 谓 单位 根 ) 是 


2r ，， .2 2 An ，，， 4 
E1 一 上 一 5C08 一 一 十 6in 一 一 ,6E2 一 6 一 C08 一 ++isin 一 一 
LL n n n 
en e1008 LED igin TD ee-1 
n n 
{ 见 图 S1.5). 


在 几何 上 ,对 应 着 单位 根 的 各 点 ， 是 中 心 在 原点 半径 为 1 之 贺 
内 接 正 ” 边 形 的 顶点 . 

最 后 ， 如 果 我 们 设想 将 方程 (cos 9 +isingj" = cosn8 + isinn8 
左 端的 表达 式 按 二 项 式 定理 晨 开 ， 那 么 只 须 将 实 部 和 虚 部 分 开 ， 
使 可 得 到 cosnb 和 sin nb 用 sing 和 cosg 的 寡 或 寡 的 乘积 来 表示 
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图 S1.5 单位 次 根 ( 当 半 一 16 时 ) 


的 表达 式 : 


一 ceosng 一 
cosn@ = cos” 0 人 


) cos"-20sin20 
+ (3) cos" -40sintg + 
sinng = (1) cos™-1 gsinO 一 (3) cos" -3gsin38 


十 (3 cos" 50sins 0 十.…， 


问 题 
11 节 aa 第 2 页 


1 (a) 如 果 a 是 有 理 数 ， zx 是 无 理 数 ， 试 证 明 a + * 是 无 理 
数 ， 又 如 果 a 取 0, 试 证 明 ar 是 无 理 数 . 

(b) 试 证 明 任 何 两 个 有 理 数 之 间 至 少 存在 着 一 个 无 理 数 ， 因 而 
存在 着 无 穷 多 个 无 理 数 ， 
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2 试 证 明 下 列 各 数 不 是 有 理 数 ， (3) VS (b) Vi 其 中 整数 
不 是 完全 平方 ， 即 不 是 整数 的 平方 ， (c) 2; (d) Vi, 其 中 不 是 
完全 ?次 寡 . 
*3. {a) 对 于 整 系数 多 项 式 


ng 十 an 12™ 十 十 az 十 0， (on #0) 


的 任何 有 理 根 ， 如 果 写 成 既 约 分 数 时 为 3 试 证 明 分 子 p 是 oo 的 
因子 ， 分 母 4 是 an 的 因子 【这 一 准则 使 我 们 能 够 得 到 一 切 有 理 
实 根 ， 从 而 证 明 任何 其 他 实 根 都 是 无 理 数 . ) 

(b) 试 证 明 V3 + 35 和 V3 十 都 是 无 理 数 . 
11 节 c, 第 9 页 

1. 设 四 表示 z 的 整数 部 分 ， 即 [x] 是 满足 


xT-1l<[r < 


的 整数 , 设 oo = [rcs = [l0"(z 一 co) - 10 lcl 一 10" ?co 一 … 一 
10cn_1], 其 中 4 = 1,2,3,…. 试 证 明 z 的 十 进 小 数 表示 是 


了 一 5 十 0clczca 


并 证 明 这 种 结构 排除 了 出 现 一 串 无 穷 多 个 9 的 可 能 性 . 

2. 对 于 两 个 实数 >,y, 试 通过 其 十 进 小 数 表示 法 来 定义 不 等 式 
z > y ( 见 补 篇， 第 96 页 ). 

*3. 如 果 p 和 4 都 是 整数 ， g > 0, 试 证 明 展开 为 十 进 小 数 
时 或 者 是 有 限 的 (未 位 以 后 的 数字 均 为 零 ), 或 者 是 循环 的 ， 也 就 是 
说 从 小 数 展开 式 上 其 一 位 以 后 ,是 由 给 定 的 一 组 数字 相继 重复 出 
现 而 组 成 的 ， 例 如 ， 1/4=0.25 是 有 限 的 ， 1/110.090909 是 循环 
的 ， 重 复出 现 的 一 组 数字 的 长 度 称 为 十 进 小 数 的 周期 ;对 于 1/11， 


周期 为 2. 试问 在 一 般 情况 下 二 的 局 期 可 能 是 多 大 ? 
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1.1 节 e, 第 14 页 


1. 试 仅 用 不 等 号 (不 用 绝对 值 符号 } 来 表示 满足 下 列 关系 式 的 
zx 值 ， 并 讨论 所 有 的 情况 . 

(9 lz 一 a < 人 一 本 

(b) |z—ol < —b; 

(c) lz2 — al <b. 

2. 一 个 区 间 (定义 见 正文 ) 可 以 定义 为 实数 连续 统 的 任何 连通 
部 分 ， 实 数 连续 统 的 子 集 称 为 连通 的 ， 如 果 对 于 5 中 的 每 一 对 
点 a,b, 集合 5 就 包含 整个 闭 区 癌 [a, 可 ， 除 了 已 经 讲 过 的 开 区 间 
和 千 区 间 以 外 ， 还 有“ 半 开 ” 区 间 a < x <5 和 a < z < 6b( 御 往 
分 别 用 [6,8) 和 (可 来 表示 ), 以 及 无 限 区 间 一 一 可 以 是 整个 实 
轴 ， 也 可 以 是 射线 ， 即 “ 半 实 轴 "z < a,z < oz > o,z > al( 往 往 分 
别 用 (一 co,oco), (oo,q], (00,Q), (a,00), [ace) 来 表示 )( 也 可 参见 第 
24 页 脚注 )-. 

*(a) 试 证 明 上 面 所 列举 的 几 种 区 间 包 括 了 数 轴 的 连通 子 集 的 
一 切 可 能 情况 . 

{pb) 试 确定 使 下 列 不 等 式 成 立 的 区 间 : 

人 22 一 3z 二 2< 0 

(0) (2 —a)(z -br -ce) > 0 其 中 a<b<e 

[1 

(iv) Ta >0; 
(Wle+ > 26; 


(vi) (2] < 序 ， 见 113 页 问题 1; 

(vii) sin z > 冯 . 

(c) 试 证明: 如果 & < <b 则 |z| < el 二 同 . 
3. 试 导 出 下 列 不 等 式 ， 


人 zt+ 二 >2 当 z>0 叶 
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() s+ < -2 sO; 


(© let |>2 当 #0 时 . 
4. 两 个 正 数 wb 的 调和 平均 值 《 定义 为 
1 -1 1 1 
于 到 G + 3 : 
试 证 明 调和 平均 值 不 超过 几何 平均 值 ， 即 5 < Vos 试问 两 平均 值 
何 时 相等 ? 


5. 试 导出 下 列 不 等 式 : 
(a) stroyt 20; 


*(b} 2 wly + Ed 十 ,十 22m > 0; 

*(c) zt 十 3r3 十 4z2 一 3z 十 1 二 0. 
试 河 等 式 何 时 成 立 ? 

46. 当 n= 2,3 时 ， 柯 西 不 等 式 在 几何 上 如 何 解释 ? 

7. 试 证 明 使 柯 西 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : ar 与 
多 成 正比 ， 即 对 于 一 切 ” 有 car 十 db; = 0 其 中 c 和 4 与 ?无 关 并 
且 不 全 等 于 等 . 

8. (a) [2 —al+ir—ast+lr a> -0a <a < as 
时 . 斌 间 zx 取 何 值 时 等 式 成 立 ? 

*{b) 试 求 对 于 一 切 > 使 得 下 式 成 立 的 最 大 的 y 值 : 


lz -mtr -ot .+l onl 


其 中 el < qz < … < an. 试问 在 什么 条 件 下 等 式 成 立 ? 

9. 试 证 明 对 于 正 数 ec 下 列 不 等 式 成 立 : 

(a) ae2 + + abtbet ea 

(b) (a + (b+ oe + a) > Babe; 

(c) a2b2 + be? + eza2 > abc(a +b+ oe). 

10. 假设 ra, za, zs 和 aix(i,k=1,2,3) 均 为 正 数 并 且 ak < M， 
如 十 码 十 噶 了 1 试 证 明 


2 
aatzt + ataztzz 十 … 十 oa373 < 3M. 
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#1L 试 证 明 下 列 不 等 式 ， 且 给 出 当 ”< 3 时 的 几何 解释 : 


Vlar mr an bn) < Yo + + oa)+ (+) 


12. 试 证 明 下 列 不 等 式 ， 卫 给 出 当 呈 < 3 时 的 几何 解释 


V (ga 十 页 十 :十 本 六 十 二 (oa 十 如 十 十 各色 


Ye 


13. 试 证 明 ”个 正 数 的 几何 平均 信 不 大 王 其 算术 平均 值 ， 即 如 
果 上 > 0G= 本 2 则 


1 
YE (二 


(提示 假定 al < ez < .… < an. 第 一 步 ， 用 儿 何平 均值 来 代 
替 om, 并 调整 a1, 使 得 几何 平均 管 保持 不 变 . ) 


1.2 节 d, 第 34 页 


1. 如果 f(z) 在 2 = a 处 是 连续 的 ， 并 且 fia) > 0, 试 证 明 在 
了 的 定 义 域 中 ， 存 在 着 包含 a 的 一 个 开 区 间 使 其 中 的 值 f(z) > 0. 
2. 在 连续 性 的 定义 中 ， 试 证明 有 心 区 则 


le) — ftwo)| <e 和 lz — zol <5 


可 以 用 包含 ffzo) 的 任意 开 区 间 和 包含 z 的 充分 小 的 开 区 回来 代 
替 ， 如 第 35 页 中 所 示 . 

3 设 y) 在 9< z<1 上 连续 .又 设 f(r) 只 取 有 再 信 ,而 当 
4 一 计时 f(x) = 评 - 试 证 明 处 处 为 f(z) = 可. 

4 他 设 对 于 一 切 z 信 fz) 定义 如 下 


7 四 = { 0， 当 z 为 无 理 数 时 ， 
1， 当 < 为 有 理 数 时 . 


试 证 明 F(z) 处 处 不 连续 . 


-It2l1 ， 


(b) 另 一 方面 ， 考 虑 


| 由。 当 = 为 无 理 数 时 ， 
1 


2 “| 二 ， 当 = = 卫 表 未 的 分 数 的 有 更 数 时 . 


(有 理 数 于 如 果 整 数 p 和 9g 没有 大 于 1 的 公 因 子 ， 且 4 > 0 则 称 


为 既 约 分 数 ， 如 9(30 ) = 二.) 试 证 明 对 于 一 切 无 理 数 来 说 9(z) 
是 连续 的 ， 而 对 于 一 切 有 理 数 来 说 gfz) 是 不 连续 的 


*5. 如 果 对 于 一 切 z 值 和 y 值 ， f(z) 满足 函数 方程 


f(z + = f(2) + fF), 


试 对 于 z 的 有 理 值 求 f(z) 之 值 ; 如 果 f(z) 是 连续 的 , 试 证 明 f(z) = 
cz, 其 中 上 是 常数 . 

6，[(a) 如 果 f(z) = z", 试 求 5 ( 它 可 以 与 上 《 有 关 ), 使 得 当 
|=- 引 <5 时 ， 有 


f(z) = FO < e. 
*(b) 如 果 f(z) 是 任 一 多 项 式 


1 


f(z) = an 二 an-lzn 十 … 十 az 十 ao， 


中 an 关 0, 同 (a) 一 样 ， 试 求 5. 


已 
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1. 如 果 f(z) 在 [w, 引 上 是 单调 的 ， 并且 具 有 中 间 值 性 质 ， 试 证 

明 f(z) 是 连续 的 、 如 果 f 不 是 单调 的 ， 你 能 得 出 同样 的 结论 吗 ? 
2.(a) 试 证 明 当 x > 0 时 ”是 单调 的 : 从 而 证 明 当 a > 0 时 

zx" 二 4 具有 了 唯一 的 正 根 Va. 

(b) 设 f(z) 是 多 项 式 


fz) = anz Fan iT 十 十 old 十 a0， (an 天 中 
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试 证 明 ， 多 如 果 是 奇数 ， 则 f(z) 至 少 具有 一 个 实 根 (让 如 
果 as 和 ao 符号 相反 ， 则 f(z) 至 少 具 有 一 个 止 根 此外， 如 果 
是 偶数 ，n 关 0, 则 f(x) 还 具有 一 个 灸 根 . 

*3. (a) 试 证 明 在 每 个 方向 上 都 存在 一 条 平分 任意 给 定 的 三 角 
形 的 直线 ， 即 将 三 角形 分 为 向 积 相等 的 两 部 分 的 直线 . 

(b) 对 于 任何 两 个 三 角形 ， 试 证 明 存 在 一 条 将 它们 同时 平分 的 
直线 . 


1.3 节 b, 和 第 52 页 


1. (a) 试 证 明 Vz 不 是 有 理 函 数 ， (提示 ， 对 于 z = 好 考察 将 
Vz 表示 为 有 理 函 数 的 可 能 性 ， 利 用 非 零 多 项 式 最 多 只 能 有 有 限 多 ” 
个 根 这 一 事实 . ) 

(b) 试 证 明 Wz 不 是 有 理 函 数 . 


1.3 节 c, 第 53 页 


1. (a) 试 证 明 一 条 直线 同 高 于 一 次 的 多 项 式 的 图 形 最 多 可 相交 
于 有 限 多 个 点 . 

(b) 试 证 明 对 于 一 般 的 有 理 函 数 也 有 同样 的 结果 . 

《c) 试 证 明 三 角 函 数 不 是 有 理 函 数 ， 


1.5 节 ， 第 61 页 


1. 试 证 明 二 项 式 系数 的 下 列 性 质 : 
人 1+( 了 +( 3) 二 (= 


oO-Gr -crgn， 
(0) (1) +2 (2) +3(3) + (") = nm(2" (提示 ， 


用 阶乘 来 表示 二 项 式 系数 . } 
加 1.2 (3) 二 2.3 (3) nln (°) = n(n— 2; 
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1/ny 1fn 1 fay 2 
Ot$ +i ) ts a (2) = nil ; 


+ (人 人 (人 = (2 全 未 考虑 Ga 


2n+1 \n (2n + IY! 
2n+2 
(提示: 证 明 ons Sn = Sn+1:) 


2. 斌 证明: 当 z > 一 1 时 ， (1 十 z)" 人] 十 no， 
3. 试用 数学 归纳 法 证 明 1 十 2 十，… +n = 了 n+ 1). 
*4. 试用 数学 归纳 法 证 明 下 列 等 式 : , i 
(a) 1 十 2 十 392 十 -十 mg 一 1 
、 1 n 1 
(b) +O + (+g) = Tg 
5, 试 证 明 ， 对 于 一 雪 太 于 1 的 自然 数 n,n 或 者 是 素数 ， 或 者 
能 够 表示 为 素数 的 乘积 (各 示 ， 设 4,-i 是 对 于 一 切 不 大 于 的 
整数 的 判断 ， 即 当 上 让 <n 时， 上 或 者 是 素数 或 者 是 素数 之 积 . ) 
*6. 考虑 分 数 序列 


1 3 了 
三 
其 中 pry1 = pn 二 24n2gntl = Pn 十 
(a) 试 证 明 ， 对 于 一 切 m 来 说 ， 均 为 既 约 分 数 . 
[b) 试 正 明 : 到 闻 V3 之 差 的 绝对 值 可 为 任意 小 ， 并 证 明 当 
它 逼 近 于 V2 时 产生 的 误差 其 符号 正 负 交 替 出 现 . 
7. 设 a,5,an 各 均 为 整数 ， 并 满足 


(a4 bv2)" =a, + Bn V2, 


其 中 上 是 最 接近 bv3 的 整数 ， 试 证 明 a, 是 最 接近 bb,V3 的 整数 . 
*8. 设 aw 和 br 为 
ai 一 3ontt 一 3 和 bh = ,bts — Po, 
对 于 得 一 个 n 值 ， 试 确定 使 得 rn > pe 的 最 小 的 mx 值 . 
9. 如 果 n 是 自然 数 ， 斌 证明 
{(L+v5jr -vir 
2"v5 


是 自然 数 . 

10. 试 确定 一 个 平面 可 被 ” 条 直线 分 割 成 的 景 多 块 数 ,证明 最 
多 块 数 是 在 没有 两 条 直线 平行 和 没有 三 条 直线 共 点 的 情况 下 发 生 
的 ， 并 确定 当 允 许 平行 和 共 点 时 的 去 数 . 

11. 试 证 明 ， 戏 于 每 一 个 自然 数 n, 都 存在 自然 数 , 使 得 


(VDn=v 人 一 vRI 
12. 试用 数学 归纳 法 证 明 柯 西 不 等 式 . 


1.6 节 , 第 65 页 
1 试 还 明 Jim (VRTI -va [yer 3)- 二 


和 试 证 明 Ym (3+1 一 3) 一 0 

3, 设 an = 10"jnl. (a) an 收 襄 于 什么 极限 ? (b) 此 序列 是 单 
调 的 吗 ? [Lc) 此 序列 从 某 一 个 以 后 是 单调 的 吗 ? 【da) 试 给 出 om 
与 其 极限 之 差 的 估 值 ， ，[@) 从 什么 = 值 以 后 这 个 差 小 于 1/100? 

4. 试 证 明 Ji a 二 由， 


和 


1 2 n 1 

5 me 
、 ; 1 1 

Ci 试 还 明 im ( 寺 + m+ 工 全 


:提示 : 将 和 式 同 其 最 大 项 进行 比较 . ) 


人 
Pig 
il 
品 
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回放 如 (二 高 )-= 
pp 1 1 
"证明 Jin (+ 1 +) 


6. 试 证 明 每 一 个 循环 的 小 数 都 表示 有 理 数 。 ( 同 1.1 节 问题 
3 进行 比较 . ) 
7. 试 证 明 lim 了 存在 ， 并 确定 其 值 


neo LOI® 
8. 如 果 a 和 5 < 4 都 是 正 数 , 试 证 明 War 十 不 收敛 于 a. 类似 
地 ,对 于 任何 个 固定 的 正 数 @1,az,… ,ax, 试 证 明 芭 咯 十 咀 十 :十 外 
收敛 ， 并 求 其 极限 . 
9. 试 证 明 序 列 V3 V2V3 V2V2V 有 收敛， 并 求 其 极限 . 
10. 如 果 wm 是 人 试 证 明 


一 co NN 
11. 试 证 明 : 如 果 ,lim_ an = 6 则 linn on = 如 其 中 oo 是 算 
术 平 均值 (al + az 十 … 十 an)/n. 


12. 试 求 1 1 1 
国 地 (二 + 可 + ra) 
一 1 1 1 
(提示 ra Fr) 


， 1 1 
岂 lm (I D3 tadat + 十) 
13. 如 果 ao 十 a1 十 … 十 ap = 0, 试 证 明 
im (eovVn+ QVnt+l+..+apVn+p) = 
(提示 ， 将 V 作为 因子 提出 . ) 
14. 斌 证明 lim "Ym?+n)=1. 
*15. 设 给 定 :的 序列 an 使 得 序列 如 = pan 十 gan+l 是 收敛 的 ， 
其 中 |p| < 4. 试 证 明 an 收敛 ， 又 如 果 lol > 9 > 0, 试 证 明 or 不 一 
定 收敛 . 
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16. 斌 证 明 ， 对 于 任何 非 负 戏 数 关系 式 
， 1 之 1 
I 
成 立 。 (所 示 ， 对 于 应 用 数学 归纳 法 ， 并 应 用 关系 式 
Sp 一 De 一 net 


ET 
浆 忆 -JTJ 按 # 的 宕 展开 ) 
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和 1. 设 ma 和 刀 是 任意 两 个 正 数 ， 并且 a1 < 术 . 设 由 和 如 由 
方程 


oa = Va m= 
来 确定 ， 类 似 地 ， 设 
一- b: 
a3 = V2263, = 2 三 


一 般 地 ， 


nl 


On_l + bn 
an = Van 地 b= 一 


试 证 明 ， a) 序列 a1,02,… 收 僵 ， (b) 序列 ,82,… 收效 ， (9 
两 序列 具有 相同 的 极限 、 (这 个 极限 称 为 m 和 和 的 算术 -几何 平 
多 人) 

*2. 试 证 暴 ， (a) 序列 


V3, V2+ v2, V2+ v2, 


V2+ 


的 极限 存在 ， 【bj 此 极限 等 于 2 
“3. 试 还 明 序 列 


的 极限 存在 ， 并 证 明 此 极限 小 于 1 但 不 小 于 1/2. 
4. 试 证 明 序列 


1 
nt+1 2n 


的 极限 存在 ， 并 且 等 于 上 例 的 极限 . 
5. 试 证 明 上 两 便 的 报 限 工具 有 下 列 上 、 下 界 : 


各 一 


37/60 < L < 57/60. 
*6, 设 ol 和 名 是 任意 两 个 正 数 ， 并 且 al < bh. 设 
oa 二 2ab bh = Yah, 


tb 
一 般 地 ， 
Zon-1bn-1 OQ 
an 一 Bo bn = Van_1bn 1- 


试 证 明 序 列 ai, oa,，… 和 i, 后 ,…… 均 收 侣 ， 并 且 具 有 相同 的 极限 - 
1 1 1 (Un 
证 明 F711 tn 

考察 。 和 芯 的 展开 式 的 第 = 个 部 分 和 的 乘积 . ) 


5 四 不 和 用 二 项 式 定 再， 斌 证 明 a = (1+ 工 】 是 单调 


十 …- (提示 : 


nti 
吉 的 d= (二 二】 是 单调 法 少 的 。 (提示 考察 22 和 
二 一. 利用 1.5 节 问 酉 2 的 结果 ) 
ntl 


他} 试问 数 (1000000)1000900 和 (1000001)999559 晨 一 个 较 大 ? 
9. (a) 由 问题 8ta) 的 结果 ， 试 证 明 


(人 <n<ent+l) (二 
tb) 当 m > 6 时 ， 试 导出 更 强 的 不 等 式 


man 
nl<n (二 ) ， 
e 


*10. 如 果 au > 0, 并 且 Him = 上 则 lim Yan =L. 
11. 利用 问题 10, 计算 下 列 序列 的 极限 : 
(al WH (br 十， (时 PE 


12. 试 利用 问题 Ite) 证 银 


en 
nl = me "eg, 


其 中 数 a 的 n 次 根 趋向 于 1 〈 见 第 七 章 附录 .) 
13. (a) 试 计算 


了 


1 
-3+ 34 + 


nm 十 2 
(昭示 ， 同 1.6 节 问题 12 相 比 较 . ) 
tb) 试 由 以 上 结果 证 明 > 六 收 全 
n=1 . 
14. 设 p 和 9 是 任意 自然 数 ， 试 计算 


忆 1 
艺 (k+p)k+p+ gD) 


1 i 1 
+ nan). 


六 1 
(bh) 过 KR 十 于 二 十 3 
(5) 斌 求 上 面 每 一 个 表达 式 当 n 一 ee 时 的 极限 . 
*() 设 a1,02,…,am 是 非 负 整数 ， 且 al < oz <… < om 试 
说 明 如 何 对 
1 
(ko)(k+ a tk + am) 


an 一 
大 


导 得 一 个 公式 ， 如 何 录 出 ,lin, sn 


1 
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16. 如 果 ox 是 单调 的 ， 目 ex 收 误 ， 试 证 团 lim ka 一 0. 
kl ” 
17. 如 果 ex 是 单调 递减 的 , 并 且 具 有 和 极 服 0, 又 对 于 一 切 ,& = 
ok 一 2akt1 十 Qt2 之 0, 试 证 明 》 kb = 0:- 
Kl 
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1 这 征明， 对 于 每 一 个 = 值 ， liom fcos rzjsw 存在 ， 并 且 根 
据 > 是 否 为 整数 ， 此 极限 等 于 1 或 0. 

2 人 斌 证明， 对 于 每 一 个 。 入， ,log [uim_(cosmlrzjzm] 存 
在 并 且 根 据 = 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 此 极限 等 于 1 或 和 

(b) 试 讨论 这 些 极限 函数 的 连续 性 . 


补 得 1 ,第 96 页 
1 设 " 一 二 ,s = 人 是 任意 有 再 数 ， 其 中 p,q,m,n 是 整数 ， 


且 9 和 nn 是正 的 .试用 整数 p,9,m,n 来 定义 

rs br-s (Or (WT, ras 

2, 对 于 有 理 区 间 套 序列 [aw,6x] 和 [a%, 嫩 ], 试 证明， 下列 每 一 
个 条 件 都 是 等 价 的 充分 几 要 条 件 : 

(8) an 一 on 是 零 序 列 ; 

(ban 世 的 和 < bn. 

3. 给 定 5 ~ {ens bn]},y ~ {en, 86]}, (a) 试 证 明 加 法 和 减法 的 
定义 z+y= or Tansbr + Bh -= {en -Bubn -any 是 
有 意义 的 ， 具体 地 说 ， 证 明 : 

名 当 和 y 是 有 理 数 时 ， 给 出 的 表达 式 实际 上 是 对 于 > 十 
和 Y -Y 的 区 间 套 列 ， 

(也 如 果 z< 纪 则 *+z<y+z, 其 中 >z 是 任意 实数 ， 

(by 试 定义 乘积 zy, 并 具体 地 证 明 所 给 的 乘积 定义 是 有 意义 
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他 当 z 和 y 是 有 理 数 时 , 给 定 的 区 同 套 列 实际 上 是 对 于 zy 的 
区 和 间 僚 列 ; 

{说 如果 2 < 纪 而 z>0, 则 xz < yz 

4. 试 证 明 下 列 各 原理 是 等 价 的 ， 也 就 是 说 ， 任 何 一 个 都 是 另 一 
个 的 推论 . 

(a) 每 一 个 具有 实 端 点 的 区 间 套 序列 都 包含 着 一 个 实数 ; 

人 b) 每 一 个 单调 有 界 序列 都 是 收敛 的 ; 

(c) 每 一 个 有 界 无 穷 序列 至 少 具 有 一 个 凝聚 点 或 极限 点 ; 

(d) 每 一 仿 柯 西 序列 都 收敛 ; 

(e) 每 一 个 有 界 的 实数 集合 都 有 下 确 界 和 上 确 界 . 


杂 题 
1. 如果 ww1,w2,…, wn > 0, 试 证 明 加 权 平 均值 


WT 十 WaT2 + + nTn 
01 十 入 2 十 十 20n 
位 于 zl 到 zn 中 最 大 值 与 最 小 值 之 间 - 
2. 试 证 明 
2(VRTT -1D <1+ -元 


+ 


1 1 
万 + 疤 < 2Vn. 
3. 试 证 明 ， 当 x,y>0 时 , 有 
四 
2 下 2 
并 借助 于 z" 的 图 形 ， 在 几何 上 加 以 解释 . 
和 如 果 Q1 之 az 之 … 之 qm, 且 机 之 b2 >>.… 之 如 , 试 证 明 


5. (a) 试 证 明 序列 a1, a2, a3,… 能 够 写成 级 数 二 二 42 十 Us 十 … 
的 部 分 和 的 序列 ， 其 中 tn = an - an-1( 当 n>1 时 ) 和男 = 
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(b) 试 将 序列 an = m3 写成 级 数 的 部 分 和 序列 . 
(c) 用 .上 一 结论 ， 试 求 出 级 数 


二 4 十 9 二 十 入 十 


的 第 个 部 分 和 的 公式 . 
(a) 由 所 得 的 1 十 22 上 .十 中 公式 ， 试 求 


12 十 32 十 5 十 .十 (2m 十 1 


的 公式 . 

6. 一 个 序列 ， 如 果 相 继 两 项 之 差 为 常数 ， 则 称 为 一 阶 算术 数 
列 : 如 果 相继 两 项 之 差 构 成 一 阶 算术 数列 ， 则 称 为 二 阶 算术 数列 ; 
一 般 地 ， 如 果 相继 两 项 之 差 构成 (k ~ 1) 阶 算术 数列 ， 则 称 为 尺 阶 
算术 数列 . 

数 4,6,13, 27, 50, 84 是 算术 数列 的 前 六 项 ， 试 问 此 数列 最 低 可 
能 是 几 阶 的 ?以 这 些 数 为 开始 项 的 最 低 阶 算术 数列 的 第 八 项 是 多 
少 ? 

7, 试 证 明 二 阶 算术 数列 的 第 n 项 可 以 写成 an? 十 pm 十 c 的 形 
式 ， 其 中 ,b,c 与 ”无 关 . 

*8， 斌 证明 阶 算术 数列 的 第 项 可 以 写成 cns + 5n*1 十 
… 十 pn 十 9 的 形式 ， 其 中 ,6,…,p,4 与 7 无关 . 

试 求 问 题 6 中 最 低 阶 算术 数列 的 第 n 项 . 

9, 试 求 以 下 列 各 数 为 开始 项 的 最 低 阶 的 算术 数列 第 ”项 的 公 
式 : 

(8) 1,2,4,7,11,16,..; 

(b) —7, ~10, —9, 1, 25, 68, -+ . 

*10. 试 证 明天 阶 算术 数列 前 ”项 之 和 是 


UkSE + Ck-1 ORL + "二 0191 + Gon, 


其 中 3。 表示 前 n 个 v 次 宕 之 和 ， oa: 与 n 无 关 ， 利用 这 一 结果 计 
算 问题 9 中 的 算术 数列 之 和 . 
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11. 试 通过 将 

ai 二 Te 十 2 (we 十 下 十 了 一 和 一 Lota 二 De 十 向 
由 v=1 到 w=n 求 和 ， 证 明 

和 so+Der+ 2 十 辣 一 


vl 


12. 试 利用 关系 式 


Rn 
太 十 2 


w=olv+1)(v+2) — 3v(u+1)+e 


计算 3 十 23 十-… 十 Te3， 
13. 试 证 明 函数 


1 20 
一 4 
z=0 


是 连续 的 ， 但 不 是 霍 尔 德尔 连续 的 。 (提示 :通过 考虑 数值 ” = 
172"7”, 证 明 具有 指数 a 的 翟 尔 德尔 连续 性 在 坐标 原点 遭 到 破坏 - } 
14. 设 en 是 非 人 负数 的 单调 递减 序列 . 试 证 明 : 当 且 仅 当 》 2"ao* 


一下 
收敛 时 ， ya 是 收 伍 的 . 
n=1 
15. 试 研究 下 列 序列 的 收敛 性 如果 收 总 的 话 , 试 确定 其 极限 : 


(a) nle — nle], 


(b) aryan+l 其 中 a =0,92 = 1 而 Qkt2 = 0kt1 十 Qk 
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第 二 章 。 积分 学 和 微分 学 的 基本 概念 


积分 和 微分 是 微 积分 学 中 两 种 基本 的 极限 过 程 . 这 两 种 过 程 的 
一 些 特殊 的 情况 ， 甚 至 在 古代 就 已 经 有 人 考虑 过 (在 阿 基 米 德 的 工 
作 中 达到 高 峰 ), 而 在 16 世纪 和 17 世纪 ， 更 越 来 越 引 起 人 们 的 重 
视 . 然而 ， 微 积分 的 系统 的 发 展 ， 只 是 在 17 世纪 才 开 始 ， 并 且 通 
常 认为 是 两 位 伟大 的 科学 先驱 一 一 牛顿 和 莱 布 尼 兹 的 创造 ， 这 -- 
系统 发 展 的 关键 在 于 认识 到 : 过 去 一 直 是 分 别 研究 的 微分 和 积分 这 
两 种 过 程 是 彼此 互 逆 地 联系 着 的 了. 

公正 的 历史 评价 ， 是 不 能 把 发 明 微 积 分 这 一 成 就 归功 于 一 两 
个 人 的 偶 铅 的 和 不 可 思议 的 灵感 的 .许多 人 ， 例 如 费 尔 马 、 徊 利 略 
(Galileo) 利 刻 卜 勒 (Kepler), 都 曾 为 科学 中 的 这 些 具有 革命 性 的 新 
思想 所 鼓手， 对 微 积分 的 葛 基 作出 过 贡献 ， 事实 上 ， 和 牛顿 的 老师 巴 
罗 (Barrow), 就 曾 几 乎 充分 认识 到 微分 和 积分 之 间 的 互 道 关 系 一 
一 牛顿 和 革 布 尼 兹 建立 的 系统 微 积分 的 基础 这 一 基本 思想 . 牛顿 
将 概念 阐述 得 要 较 清楚 一 些 ; 而 从 另 一 方面 来 说 ， 菜 布 尼 获 所 用 的 
巧妙 的 符号 和 计算 方法 则 具有 很 大 的 启发 性 , 并 且 至 今 仍然 是 不 可 
缺少 的 他 们 二 人 的 工作 ， 立 即 促进 了 数学 分 析 的 一 些 较 高 深 的 分 
支 学 科 的 发 展 ， 其 中 包括 变 分 法 和 微分 方程 理论 ， 并 且 在 科学 中 得 
到 了 极其 广泛 的 应 用 ， 然 而 令 人 十 分 奇怪 的 是 ， 虽 然 牛 顿 、 莱 布 尼 
兹 以 及 他 们 的 直接 钨 承 者 , 使 得 他 们 所 掌握 的 这 种 强 有 力 的 工具 得 
到 了 如 此 多 种 多 样 的 应 用 , 但 是 谁 都 没有 完全 阐明 他 们 工作 中 所 包 
含 着 的 一 些 基本 概念 .他们 讨论 中 所 使 用 的 “无 穷 地 小 的 量 ” 这 一 
i. 
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概念 ， 在 逻辑 上 是 站 不 住 脚 的 ， 也 是 不 能 令 人 信服 的 最 后 ， 直 划 
19 世纪 ,在 通过 严谨 地 表述 极限 概念 和 分 析 了 实数 的 连续 统 后 ( 像 
在 第 一 章 中 说 明 的 那样 ) 才 使 微 积分 的 基本 概念 得 到 淤 清 1. 

我 们 首先 来 讨论 一 些 基本 概念 . 这 些 概念 只 有 通过 具体 的 说 明 
和 实例 才能 充分 理解 ， 所 以 ， 这 里 我 们 再 次 指出 , 同 在 本 书 的 其 他 
许多 地 方 一 样 ， 当 读者 熟悉 了 上 后面- 些 章 节 中 比较 特殊 和 具体 的 材 
料 以 后 ， 还 要 他 绝地 来 研究 理论 的 和 一 般 性 的 章节 . 


2.1 积分 
a 引言 


只 是 经 过 长 期 发 展 以 后 , 系统 的 积分 法 和 微分 法 才 给 出 了 在 刻 
何 学 和 自然 科学 中 产生 的 直觉 观念 所 需要 的 精确 的 数学 描述 . 微分 
概念 的 产生 是 为 了 需要 描述 曲线 的 斌 线 和 运动 质点 的 速度 ， 更 一 


般 地 说 ， 是 为 了 描述 变化 率 的 概 含 , 曲 边 区 域 的 面积 的 直觉 观念 ， 
则 在 积分 过 程 中 得 到 了 它 的 精确 的 数学 表述 . 岂 何 学 和 物理 学 中 其 
他 许多 有 关 的 概念 也 需要 积分 ， 正如 后 面 我 们 将 会 看 到 的 那样 ， 在 
这 ~ 节 中 , 我 们 从 计算 曲线 所 困 成 的 平面 区 域 的 面积 的 问题 来 引出 
积分 的 概念 . 

咖 积 我 们 都 有 这 样 一 种 直觉 ， 包含 在 一 条 封闭 曲线 中 的 区 
域 有 一 个 “面积 ", 它 古 虫 曲线 内 部 正方 形 单位 的 数目 来 计算 的 ， 但 
是 , 对 于 面积 的 这 种 度量 怎样 才能 用 精确 的 术语 来 描述 呢 ? 回答 这 
个 问题 需要 一 系列 的 数学 步骤 ， 直 观 上 可 以 联 厄 到 的 面积 的 一 些 
基本 性 质 是 : 面积 是 一 个 (与 长 度 单 位 的 选择 有 关 ， 且 为 正 } 数 ; 对 
于 全 等 图 形 来 说 ， 这 个 数 是 相同 的 ， 对 于 一 切 箱 形 来 说 ， 这 个 数 是 
两 相 邻 边 长 的 受 积 ;最 后 .对 于 划分 成 几 个 部 分 的 某 一 区 域 来 说 ， 
其 整个 区 域 的 功 积 等 于 各 部 分 的 面积 之 和 . 

1) 微 积 外 的 产生 过 程 可 追 潮 到 2000 年 以 前 ， 它 是 科学 发 明史 上 最 精彩 的 篇 章 之 
一 . 亡 兴 超 的 读者 可 以 参考 Car] B. Boyer, Concept of the Calculus, Hafner Pb- 


lishing Company, 1949， 也 可 参考 Q. Toepiitz, Calculus. A Generic Approach ， 
Lniversiny af Chicago, 1963, 
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由 此 ， 可 以 直接 得 到 下 述 事 实 ， 如 果 区 域 4 是 区 域 B 的 一 部 
分 ， 则 4 的 面积 不 能 超过 B 的 面积 , 

任何 一 个 图 形 ， 如 果 它 能 够 被 划分 成 有 限 个 矩形 ， 那 么 根据 上 
述 性 质 ; 我 们 便 可 直接 计算 它 的 面积 .更 一 般 地 说 ,为 了 确定 区 域 
且 的 面积 之 值 F, 我 们 首先 考察 另外 两 个 可 以 划分 成 一 些 矩形 的 区 
域 忆 (内 接 的 ) 和 Rr" (外 接 的 ). 这 里 ， R" 包含 着 也, 而 RR 包含 于 
下 之 中 ( 见 图 2.1). 这 时 ， 我 们 至 少 知道 ， 所 必定 异 于 局 的 面积 
和 Er 的 面积 之 间 . 如 果 我 们 找到 了 两 趾 能 划分 成 一 些 矩 形 的 外 接 
区 域 Rx 和 内 接 区 域 书 , 的 序列 ， 并 且 当 趋向 于 无 穷 大 时 ， 形 
的 面积 和 羽 , 的 面积 具有 相同 的 根 限 ， 则 F 的 值 就 完全 确定 . 追溯 
到 古代 ， 这 就 是 在 初等 几何 中 为 了 摘 述 圆 的 面积 所 使 用 过 的 “ 穷 举 
法 "D. 现在 ， 这 种 直观 忆 想 的 精确 的 才学 论述 便 导 致 积分 概念 的 产 
生 . 


图 2.1 而 积 的 近似 法 


也 作为 面积 的 积分 
曲线 下 的 而 积 
当 我 们 将 面积 同 函数 联系 起 来 时 , 便 产 生 了 积分 的 分 析 概 念 
让 我 们 来 考虑 这 样 一 个 区 域 ， 左 、 右 以 午 直 线 = = ec 和 = = 为 
1) 当 妇 ， 我 们 可 以 使 用 任何 一 种 内 接 的 积 外 接 的 多 边 形 , 因为 多 边 形 能 够 被 划分 
成 一 些 直角 三 角形 ， 而 直角 三 角 政 的 面 宙 显 然 旦 具有 相沿 边 长 的 拭 形 面积 之 半 。 
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界 ,下 而 以 辅 为 界 ， 上 面 以 正 的 连续 函数 fz) 的 图 形 为 只 内 图 
2 这 种 图 形 的 咖 积 简 砍 为 “ 交 线 下 的 面积 "我 们 暂且 从 直观 上 
搁 受 这 样 的 甩 想 ， 这 种 区 域 的 面积 十 一 个 确定 的 数 .我 们 将 这 个 面 
积 成 称 为 函数 fn) 在 积分 际 。 和 之 辣 的 积分 1 我 们 和 用 由 
一 些 短 形 的 面 开 之 和 来 肖 近 的 方法 ， 求 出 成 的 数 信 ， 为 此 目的 , 
我 们 将 = 轴 上 的 区 间 fo, 要 分 成 个 UN 部 分 ， 称 之 为 单元 ,单元 
的 大 小 不 必 相同 在 每 一 个 分 点 上 ， 我 们 画册 = 四 的 秋 线 ,直到 由 
线 f(z). 于是， 面积 为 忆 的 区 域 被 分 成 个 小 长 条 ， 每 一 个 小 长 
条 的 边界 都 是 西数 f(s) 的 图 形 的 一 部 分 和 三 个 直线 彼 :图 2.3). 


图 2.3 


作为 和 的 极限 的 面积 或 积分 .计算 这 种 小 长 条 的 面积 ， 显 然 


ee 


并 不 比 计算 原 区 域 的 面积 来 得 容易 然而， 如果 用 同 底 的 外 接 和 矩形 
和 内 接 矩 形 从 上 面 和 从 下 面 来 近似 每 一 个 小 长 条 的 面积 ,就 会 前 进 
一 步 . 这 时 , 小 长 条 的 曲 边 为 水 平 线段 所 代替 ， 此 水 平 线段 与 = 轴 
的 上 距离 是 f(z) 在 该 单元 上 的 最 大 值 或 最 小 值 (图 2.4， 更 一 般 地 
说 ， 如 果 我 们 用 底 边 相同 而 顶 边 是 与 小 长 条 的 曲 边 相交 的 任何 水 
平 线段 的 矩形 来 代替 小 长 条 ， 则 得 到 中 间 的 近似 值 ( 见 图 2.5). 在 
分 析 上 , 这 相当 于 在 每 一 个 单元 上 痢 用 某 一 个 中 间 的 常数 值 来 代替 
f(z). 我 们 用 所 表示 此 n 个 小 矩形 面积 之 和 ， 直观 上 可 以 看 出 ， 
如 果 将 又 间 划分 得 越 来 越 细 ， 也 就 是 说 ,如 果 使 n 无 限 地 增 大 而 各 
单元 的 最 大 长 度 趋 向 于 零 ， 出 数值 ,起 向 于 配 . 这样 本 表示 这 
些 知 形 组 成 的 面积 的 极 疏 . 


> 


+ 138 . 


<- 积分 的 分 析 定义 ， 表 示 法 

各 分 的 证 祥和 在 

在 上 一 节 中 ,我 们 将 曲线 下 的 面积 理解 为 直观 上 给 定 的 量 ， 随 
后 又 将 它 表示 为 极限 值 ， 现 在 ， 我 们 将 这 个 顺序 颠倒 过 来 . 我 们 不 
再 任 异 直觉 求 认定 连续 曲线 下 面 的 区 域 的 面积 相反 ， 我 们 将 首先 
用 纯 分 析 的 方式 讨论 上 面 已 定义 的 和 EE,, 并 且 来 证 明 这 些 和 趋向 
于 网 定 的 极限 值 ， 然 后 将 这 个 极限 就 作为 积分 或 配 积 的 精确 的 定 

设 阔 数 f(z) 在 闭 区 间 a < x < b 上 是 连续 的 (但 不 一 定 是 正 
的 ). 我 们 用 nn 一 工 个 分 点 zaz2，…zn-1 将 区 则 分 成 个 相等 的 
或 不 相等 的 单元 ， 其 长 度 为 


Di Ti = hr (i= 1 


此 绪 ， 令 zz = azn = 政见 图 3.6). 在 每 一 个 闭 子 区 间 [zi-1, 有 或 
单元 上 ， 我 们 随意 选取 任何 一 点 &: 然后 ， 作 和 式 
B= ED 人 zl 一 zo) 十 ftajtza 一 zi 十 … 
+ flén) (rn 一 xm) 
= EDAz: + flEn)Ar2 — + fn)Arn. 


使 用 求 和 记号 ， 我 们 可 以 更 简洁 地 记 为 


= 乞 flés) ns — Li-1) 


Fa = 5 FJAzxe 


i=l 


1) 记号 六 不 要 看 成 是 ( 敢 积 ) 因子 ， 它 只 是 表示 取 后 继 变 量 之 值 的 差 ， 因 此 ， 符 号 
Ari 指 的 是 = 的 相 炎 两 值 之 差 zi 一 zi 一 1 
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FED) | 一 -一 一 一 一 一 -一 二 


of eso i 


周 2.6 


如 果 所 x) 是 正 的 ， 则 数值 及, 表示 在 每 一 个 子 区 间 上 用 常数 
值 A(&.} 代 敬 f 时 所 得 到 的 曲线 下 的 面积 当然 ， 不 假设 了 为 正 ， 
也 能 建立 起 和 式 成 ， 当 子 区 间 的 个 数 无 限 增加 而 同时 景 大 的 子 区 
间 的 长 度 趋 筷 于 冬 时 ， 和 玉 必定 趋向 于 极限 成 . 这 在 直观 上 看 来 
网 乎 有 理 ， 其 含意 是 ， 极 限 F2 之 值 与 分 点 z1,22,… ,zn_1 以 及 中 
间 点 &,é2,…,tn 的 特 跌 选取 方式 是 无 关 的 .我 们 将 丽 称 为 Fe) 
夺 积 分 限 & 和 5 之 则 的 积分 . 

然而 , 几何 上 的 直观 ， 不 论 多 么 令 人 信服 ， 也 只 能 作为 我 们 在 
分 析 上 上 求 极限 的 过 程 的 引导 . 因此， 分 析 证 明 是 需要 的 ， 而 且 必须 
证 明 作为 上 述 航 限 的 积分 的 存在 性 ， 另 外 ， 正 奸 已 经 说 过 的 ,我 们 
完全 不 必要 求 沽 数 了 在 积分 区 间 上 为 正 的 假设 . 

因此 ， 我 们 断言 : 

存在 定理 对 于 交 区 同 时 上 的 人 条 过 红 /9 来 
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在 这 个 区 间 上 的 积分 作为 上 述 的 和 Fn 的 极限 是 存在 的 (与 分 点 
司 点 Even 的 选取 无 关 ， 而 有 要 A 的 最 大 


在 证 明 积分 的 存在 ( 见 补 篇 ， 第 216 页 ) 以 前 ， 我 们 先 来 取得 
- 些 经 验 和 知识 . 
将 积分 定义 为 和 的 极限 ， 曾 促使 菜 布 尼 效用 下 列 符号 来 表示 积 


f f(z)dz. 


这 里 ， 积 分 号 是 全 布 尼 效 时 代 所 使 用 的 长 5 形 的 求 和 号 的 变 
形 而 从 单元 Azi 过 淡 到 极限 ， 则 通过 用 字母 ! 代 堆 A 来 表示 . 但 
是 ， 在 采用 这 种 表示 法 时 ， 我 们 绝 不 要 默认 18 世纪 的 神秘 主义 的 
看 法 ， 即 把 dz 看 成 “无穷 地 小 " 或 ”无 穷 小 的 量 "， 而 把 积分 看 成 
“无 穷 多 个 无 穷 地 小 的 量 之 和 ?. 这样 的 概念 缺乏 明了 晰 的 含意 ， 并 且 
会 人 我 们 在 前 而 准确 地 表述 过 的 内 容 模 不 清 ， 从 我 们 现 看 的 观点 
看 来 ， 单 独 的 符号 dz 并 没有 定义 ， 示 意 性 的 符号 组 合 / jz)dr 
是 这 样 定义 的 ， 对 于 区 同 [os 叶 上 的 本 数 Ka), 作出 的 和 丽 式 当 
:+ oo 时 记 取 的 极限 

使 用 怎样 的 具体 符号 来 表示 积分 变量 ， 是 完全 无 关 紧 要 的 事 
(EE 像 在 和 或 的 表示 法 中 ， 把 什么 当 作 求 和 指标 是 没有 关系 的 ); 我 
们 可 以 将 f f(z)dz 同样 地 写成 f f(Ddt, 或 让 f(wjdu. 用 下 
示 的 被 各 函数 是 区 间 la, 上 的 自 变量 的 西数 ， 而 与 和 有 变量 的 名 
称 是 不 相 下 的 ， 只 有 积分 区 向 的 端点 “会 影响 给 定 本 数 7 的 积 
分 之 值 像 了 fe)dr 或 三 fla)da 这 样 的 表达 式 ， 其 中 相同 的 字 
母 既 用 来 表示 积分 变量 又 用 来 表示 区 间 的 端点 ,在 我 们 的 定义 下 会 
引起 误解 ， 因 此 开始 时 应 当 吕 免 
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， 考 被 积 琢 数 f(s) 在 区 同 [oH 上 是 正 的， 我 们 就 能 直接 将 
je 与 由 了 的 图 形 和 直线 = = ms = py = 0 所 图 成 的 面 
积 等 同 起 来 ， 然 而 ， 在 分 析 上 将 上 的 积分 定义 为 和 六 的 极限 ， 

对 于 了 的 符 导 并 未 作 任何 假定 ， 如 果 f(z) 在 我 们 考虑 的 整个 区 问 
或 其 中 一 部 分 上 是 负 的 ， 其 影响 只 是 使 所 作 的 和 式 中 相应 的 因子 
天 和) 不 为 正 而 为 负 ， 这 时 ， 对 于 位 于 = 轴 下 面 的 那 一 部 分 曲线 由 
成 的 区 域 ， 我 们 自然 认定 是 一个 负面 积 ， 因 此 ， 积 分 将 是 正 项 和 负 
项 之 和 ， 它 们 分 别 对 应 着 簿 于 z 轴 上 面 和 下 面 的 曲线 部 分 了.( 见 


2.7)， 


3 


图 2.7 


即使 球 数 f(x) 不 是 处 处 连续 的 ， 而 是 在 一 个 点 或 几 个 点 上 具 
有 同 断 性 跳跃 ， 上 述 极限 过 程 也 是 履 黎 的 ， 例 如 图 2.8 中 的 曲线 所 
表示 的 函数 ， 其 曲线 下 的 面积 显然 存在 2, 这 在 直观 上 是 可 信 的 . 

因此 , ' 对 于 具有 某 些 同 断 性 的 函数 来 说 ， 上述 极 限 过 程 完全 有 
可 能 使 得 和 式 及 .存在 确定 的 极限， 我 们 将 这 种 函数 称 为 可 积 的 ， 
以 表示 存在 确定 极 恨 的 可 能 性 ， 19 世纪 中 时， 大 数学 家 化 品 -{B， 
Riemann) 首先 分 析 了 将 积分 过 程 应 用 于 一 般 函 数 的 情况 ， 近 来 ， 
又 引 出 了 积分 概念 本 身 的 各 种 扩充 但是， 这 些 改 进 对 于 针对 在 直 


了 由 任意 封 六 出 线 围 成 的 区 域 的 面积 将 在 第 四 章 来 讨论 , 
2) 作为 男 一 个 例子 ， 我 们 在 |-1,1] 上 考 患 f(x) 一 Sgnz: 当 < 0 时 ， 我 作 有 
Ja) 二 一 当 z >DEF， 有 站 zw) 一 +1 ( 见 图 2.9). 这 时 三 7(zlar 二 0. 
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疯 上 可 以 想见 的 现象 的 微 积分 来 说 ， 没 有 什么 直接 的 重要 性 ， 而 通 
过 强调 所 考虑 的 函数 的 可 积 性 以 提示 还 能 够 定义 不 可 积 的 函数 , 这 
对 我 们 来 说 并 不 总 是 必要 的 

在 高 等 微 积分 由， 我 们 这 里 定义 的 积分 称 为 黎 受 积分 ， 这 是 为 
了 将 它 同 各 种 推广 的 积分 概念 区 别 开 来 .近似 和 瑟 . 称 为 黎 曼 和 . 


2.2 ”积分 的 初等 实例 


有 一 些 基本 且 重 要 的 函 微 ， 我 们 现在 就 能 通过 规定 的 求 极 跟 
过 程 来 计算 它 匀 的 积分 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 将 适当 选取 中 间 点 
.143 


已 (通常 是 单元 的 去 端点 或 右 端 点 ; 来 直接 算出 和 .连续 函数 的 
积分 存在 定理 保证 ， 对 于 另 选 的 任何 中 间 点 划 以 及 区 了 的 任何 划 
分 方式 ， Fi 的 极限 是 相同 的 . 

a. 线性 函数 的 积分 


我 们 首先 来 验证 : 对 于 在 几何 学 中 旱 已 知道 蕉 某 些 符 单 的 图 形 
的 面积 ， 积 分 的 确 给 出 了 正确 的 [面积 ) 值 . 
fy 


fy 


图 2.10 常数 本 数 的 积分 
设 fz)= 常数 =7, 为 了 计算 f(z) 在 积分 限 a 和 4 之 间 的 积 
分 ， 我 们 作 和 式 后 ( 见 图 2.10). 因为 这 里 f(&:) = 站 我 们 得 到 
P= DTAr =7 An = 7(6— 0). 
i=l1 t=1 
因此 ， 同 梯 有 
by 
= 了 jdr = yb — a). 


这 正 是 高 为 ? 、 底 为 上 -~ a 的 矩形 面积 的 公式 . 
卫 数 f(z) = 7 的 积分 
f= 


F- 一 5-a 一 一 


图 2.11 
[图 2.11), 正 像 我 们 在 初等 几何 中 就 知道 的 那样 ， 具 有 值 
1 1 
pa 一 四 全 十 四 一 二 — a2). 
为 了 证 实在 分 析 上 通过 规定 的 求 极 限 过 程 也 会 得 到 司 样 的 结 
果 ， 我 们 把 从 a 到 8 的 区 同 用 分 点 


gg 十 有 G2 二 一 1 


作曲 
={at hh+ (a 2a)ht+.. + (ot nn) 


二 nah 十 (十 2 十 3 十 … 二 用 
二 map 十 了 nt 十 了 ji 
并 取 当 mm 一 2o 时 的 极限 ， 和 人 本 和 人 这 时 我 们 利用 了 亲人 的 和 
术 {等 差 ; 级 数 之 和 
我 们 看 出 
PF = 人 -四 + 芭 0 Dow 
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由 此 ， 立 即 得 到 


, nl 2 la ， 
+ 


b. x? 的 积分 


用 初等 几何 的 方法 来 求 函 数 f(z) = z? 的 积分 ， 即 确定 由 一 段 
拢 物 线 、 一 段 > 轴 和 两 条 垂直 线 所 和 福成 的 区 域 的 面积 ， 并 不 那么 容 
易 . 需要 确实 进行 极限 过 程 ， 假设 e < b, 我 们 选取 与 上 例 中 相同 的 
分 点 和 中 间 值 ( 见 图 2.12). 由 此 便 可 得 和 到， z2 在 积分 限 a。 和 4 之 
间 的 积分 是 和 式 


了 
+ 


0 a 5 


图 2.12 ” 昔 算 术 等 差 级 数 的 分 荐 下 抛物 线 弧 下 的 面积 


FP, =[a + Zh + (e+ 2h)2h + .+ (a+ nh)h 
一 ne2p 十 2ah(1 十 2 十 3 十 … 十 倍 
二 [2 十 22 十 37 二 二 m3) 
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的 极限 ;利用 上 式 各 括号 中 求 和 公式 ， 我 们 得到 
Fa = ng2h + n(n+ lah? + tial + (2n+ DI 
一 az -dj 上 + (4 + 了 ao 一 oj? 
十 于 G+ t) C+ :) 他 一 中 3. 
因为 lim 二 = 0 所 以 有 
Wi Fr = 6 otald a)!+ #0 一 oj 


= 坟 F a) 
于 是 ， 当 a < 也 时， 


相 1 
/ zzdz = {8 一 a3)， 
辣 3 


c. 2% 的 积分 (a 是 不 等 于 一 1 的 整数 ) 


在 某 些 情况 下 ,积分 能 够 用 特殊 的 初等 方法 来 实现 ， 本 节 下 面 
的 一 些 例题 都 是 为 了 说 明 这 一 点 的 构造 性 的 例证 后面, 在 2.9 节 
d 中 ， 我 们 还 要 用 一 般 的 方法 更 简单 地 得 到 同样 的 结果 . 

我 们 只 要 把 用 于 > 和 z? 的 那 种 推理 方法 ， 同 样 应 用 于 函数 
2 at 便 可 导出 关系 式 


1 
adr=— betl .aotl 
fsa it ae+1)， (1) 


其 中 是 任何 正 整 数 ; 为 了 证 明 这 一 点 ,只 需 对 于 和 1°+2 十 …+n® 
找到 一 些 适当 的 公式 ， 例 如 关系 式 


1 


1 
1 Ded oe 2 | 
mn. le 十 22 十 + | gtr 


no0 
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对 于 a 运用 数学 归纳 法 便 豆 证 明 此 一 般 式 ( 见 第 127 灰 问 题 16). 
在 下 一 节 中 ， 我 们 将 用 不 同 的 方法 来 证 明 公 式 (1) 一 一 这 种 证 法 具 
有 更 大 的 普遍 性 并 且 要 管 单 得 多 ， 从 而 表明 下 人 疝 立 述 的 这 些 方法 的 
效力 .以 后 还 要 将 公式 (1) 推广 ， 使 之 对 于 除 a = -1 以 钦 的 一 避 
实数 和 都 成 立 . 

幸好 , 在 选择 区 间 的 划分 方式 方面 ， 祝 分 的 定义 给 我 们 留 有 很 
大 的 腕 活 余地 , 因而 为 计算 上 述 检 分 提供 了 一 种 非常 简单 的 方法 . 
我 们 不 一 定 要 根据 等 距 分 点 来 求 和 ， 相反， 我 们 采用 多 何 级 数 方式 
的 分 点 法 (图 2.13): 


nl 


ggg, ag,»* ,ag 


gm =6 


re 


图 2.13 ”在 几 林 级 数 方式 的 分 割 下 


三 
来 划分 区 间 [e, 引 其 中 公 比 9 = 2 这 时 ， 我 们 只 需 计 算 几 何 级 
数 之 和 ， 如 果 取 zx; = ag' 作为 分 点 ， 则 第 ; 个 单元 的 长 度 是 


和 mi 一 af 一 6g = 2 D). 
- 9 
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而 长 度 最 大 的 Az 是 最 后 一 个 单元 ; 


bq— 1) 


Axn = 一 一 一 . 


4 
当 n 一 oo 时 ， 数 9 趋向 于 数值 1 ( 见 第 69 页 岗 d), 因而 最 大 单元 


的 长 度 Az* 也 就 是 所 有 单元 的 长 度 都 趋向 于 零 .我 们 仍 取 每 - -个 
单元 的 右 端 点 rs 作为 中 间 点 专 . 和 式 


tian 时 一 工 
B= 和 人 "arenaof 2 


-1 = 
一 ae+1 乞 Dr (2 


1 


可 由 公 比 为 grt* 的 几何 级 数 之 和 ， 来 求 得 , 即 应 用 熟知 的 公式 (第 
73 页 ), 我 们 有 
一 netl) 
=art1 遇 5 1 gett rt 一 
ob/ 一 1 


一 oa+lf 
= a°t(q— 1)9 per 


一 1 +1 g—1 
二 人 ql 


因为 4 闫 1, 所 以 可 以 再 次 利用 几何 级 数 之 和 的 公式 ， 即 将 上 式 末 
项 中 因子 种 成 


gqg—1 _ 1 
gq 一 工 十 ge-1 十 一 1 


而 当 一 oo 时 ，g 的 各 次 赛 都 趋向 于 1, 于 是 得 到 


.1 
lim 书 , 一 Fe 人 +e alte), 


oo 


因此 ， 对 于 0< a < 和 任何 下 整数 w 我 们 就 证 明了 zm 的 积 
分 公式 (0) 
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对 于 负 整 数 m 如 巢 x 关 -1, 仍 可 应 用 类 似 的 方法 ， 同 前 面 一 
祥 ， 对 于 和 式 丘 ., 可 得 到 


betl wat+1 a—1 
有 neo 


一 1 
= (bt -ac+0 9 _， 
( gl — aq) 


这 里 我 们 注意 到 -a 是正 整 数 并 且 大 于 !. 再 用 几何 级 数 的 公式 。 
我 们 得 到 


本 a—1 )= 1 
g \g-°i—1 lg e334 .+ 


而 汉 mn -+ eo 时 ， 此 式 趋向 于 一 .结果 ， 同 前 壕 一样， 


i 1 
: 1Ba+1 aetl 
em a+l 总 小 


当 a = -1 时 ， 积 分 公式 (1) 是 没有 意义 的 ， 因 为 这 时 右 端的 
分 子 和 分 母 都 是 等 、 对 于 a = -1 的 情况 ， 从 原来 的 Fs 的 表达 式 
加 中， 我 们 算 由 局 = 2 二 了 注意 到 当 ” 时 9g= 让 
趋向 于 1, 于 是 ,我 们 得 到 


a/ 


RE (3) 
这 里 ， 右 端的 极限 不 能 用 a 和 6 的 徊 来 表示 ,但 能 用 这 些 量 的 对 数 
来 表示 ， 正 如 后 而 我 们 将 会 看 到 的 那样 ( 见 第 154 页 ) 
d. zc 的 积分 (a 是 不 等 于 -1 的 有 理 数 ) 


前 面 所 得 到 的 结论 可 以 大 大 推广 , 其 证 明 过 程 并 不 十 分 复杂 . 
令 cc= 二 是正 有 理 数 ， Wehr 了 入 s 是 正 整数 ， 这 时 ， 在 计算 上 曾 


的 出 的 积分 时 | 除了 计算 -一 rr 二 i 当 9 和 1 下 的 
并 没有 什么 政变 . 这 和 不过 是 2 元 一 - 让 我 们 设 
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人 7” 一 Ttr 关 ] 于 是 ， 当 了 趋 司 于 1 时 ，7 也 趟 站 于 办 此， 我 
们 必 疾 求 出 (7* -17+ 一 耻 当 熙 向 于 工时 的 极限 值 、 如 果 将 
分 子 和 分 母 同时 除 以 =- 1, 并 且 同 前 面 - 样 , 角 儿 何 级 数 的 公式 将 
它们 的 形式 加 以 变换 ， 则 这 个 极限 就 简化 为 
因 二 二 1 

因为 分 子 和 分 母 对 于 r 实说 都 是 连续 的 ， 所 以 代入 r = 1, 立即 得 
到 这 个 极限 ， 也 就 是 等 于 二 ~ 二; 所以， 对 于 每 一 个 正 的 
有 理 数 a, 我 们 得 到 积分 公式 


1 1 十 上 
a 1 ae 
ee af 


同 。 为 正 整 数 时 完全 一 样 

对 于 负 的 有 理 数 “一 一、 如 果 a 关 -1( 当 == -1 时， 上 而 
所 用 的 几何 级 数 求 和 的 公式 失去 意义 ), 这 个 公式 也 仍然 成 立 . 

对 于 页 的 wx, 我 们 ea= -二 设 0 一 仍 可 算 几 一 
的 极限 ， 这 一 点 作为 练习 留 给 读者 . 

我 们 自然 会 推 抽 到， 使 上 面 这 个 公式 成 立 的 范围 ， 还 能 够 推广 
到 无 理 值 a. 实际 上 ， 在 2.7 节 (第 174 页 ) 中 我 们 将 用 十 分 简单 的 
方法 ， 作 为 一 般 悍 论 的 结果 , 来 建立 对 于 一 切实 数 a 的 这 一 积分 公 
式 


e. sinz 和 cosm 的 积分 


我 们 在 这 里 要 用 特殊 的 方法 来 处 理 的 最 后 一 个 例子 是 flz) = 
sinz 的 积分 .积分 ， 
f sin wade 


Sh!l= ksinta + PY) + sin(g + 2h) -+ sin(a + nh)l 


显然 是 和 式 
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5b—a 


的 极限 ， 这 个 和 式 是 通过 将 积分 区 间 划 分 成 长 度 为 h = 元 的 
单元 而 得 到 的 . 我 们 将 右 端的 表达 式 乘 以 2sin 全 并 用 熟知 的 三 角 
公式 ， 


2sinusinv = cos(ua — +) 一 cosfu 十 凶 - 


如 果 二 不 是 28 的 倍数 ， 我 们 便 得 到 公式 


为 a+ 号 一 六 所 以 积分 就 成 为 
二 [eat | -es (s+ 2)| 
; 2 


当天 -0 时 的 极限 . 了 

我 们 在 第 一 齐 (第 91 页 得 各 , 当 包 十 0 时 ,表达 式 二 
趋向 于 1 于 是 ， 所 要 求 的 极限 就 是 cose cos 因而 我 们 得 到 各 
分 


ma- 一 (cos5 — cosa). 

0 有。 
me = sinb-sina  ( 见 第 221 页 问题 3)- 

上 上面 的 每 一 个 实例 部 是 用 特殊 的 方法 来 录 理 的 ， 然 而， 系统 的 

积分 学 和 微分 学 的 基本 点 正在 于 这 样 一 个 事实 ,我们 不 是 用 这 各 或 
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那 种 特 跌 的 方法 , 而 是 运用 统一 的 思想 方法 去 直接 得 到 这 些 结果 . 
为 了 介绍 这 些 方法 ， 我 们 首先 来 介绍 一 下 关于 积分 的 某 些 一 般 法 
则 ， 然 后 引入 导数 的 概念 ， 最 后 建立 积分 和 导数 之 间 的 联系 . 


2.3 ”积分 的 基本 法 则 
积分 的 一 些 基本 性 质 ， 可 从 和 式 的 极限 
1/ “oae= ,lim, Tea, 
a 一 | 


直接 推出 , 这 里 , 区 间 fe, 叶 被 划分 成 长 度 为 Az 的 子 区 间或 单元 ， 
数 & 表示 第 i 个 子 区 间 上 的 任何 值 ， 并 且 要 求 当 = 一 co 时 长 度 最 
大 的 Ax; 趋向 于 零 . 


a. 可 加 性 


设 c 是 和 5 之 同 的 任 一 值 如 果 我 们 把 积分 解释 为 面积 ， 并 
且 注 意 到 : 由 若干 部 分 组 成 的 区 域 ， 它 的 面积 是 各 部 分 的 面积 之 和 
(图 2.14)， 则 可 得 到 下 列 法 则 ， 


jdz = 三 flz)de + 三 flz)dz. (4) 


为 了 进行 的 证 我 们 按 下 述 方式 划分 区 间 ， 即 把 c 取 作 
分 点 ， 譬如 说 ， c= zm (其 中 mm 随 n 而 改变 ). 这 时 ， 


Pre sm = DA 5Azs + 并 Ta)Azn 


二 mm 十 1 


其 中 右 端的 第 一 个 和 对 应 着 划分 成 m 个 单元 的 区 则 [a,d, 第 二 个 
和 对 应 着 划分 成 n 一 m 个 单元 的 区 间 [c, 引 . 现在 ， 当 no00 时 ， 
我 们 便 得 和 这 一 积分 法 则 . 

到 目前 为 止 ， 我 们 仅 对 a。 < 5 的 情况 定义 了 f(a)de. 
a -或 a>8 时 ， a ie 
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站 5 


©| 
a 


图 2.14 
立 ， 因 此 ， 当 c=a 时 ， 我 们 必须 定义 
f “az (5) 
而 当 5=a 时 ， 则 推出 
了 flz)dz + 三 flz}dzr = 三 fz)az = 0. 


这 就 使得 我 们 对 于 。< a 的 情况 , 要 按 下 列 公 式 来 定义 fz)dz: 


太太 (6 


其 中 ， 右 端 上 有 原来 规定 的 意义 ， 公 式 (6) 的 几何 意义 是 ， 如 果 
由 积分 下 限 向 积分 上 限 移 动 的 方向 是 使 2 减少 的 方向 ， 则 将 曲线 
y= f(z) 下 的 面积 看 作为 灸 的 . 看 一 下 前 面 的 积分 实例 便 可 磁 信 : 
净 积 分 限 a 和 交 拨 ， 结 时 确实 会 使 积分 之 值 变 号 


-154 - 


b. 函数 之 和 的 积分 ， 函 数 与 常数 策 积 的 积分 


如 果 f(z) 和 g(x) 是 任何 两 个 (可 积 ) 函数 ， 则 由 极限 运算 的 
基本 定律 可 知 


f set { var -中 各 sea + lm, (Bre 
-=e 详 f(DAm + Dea 
= lim, {Bre + solar) ; 
因此 对 于 两 个 函数 之 和 得 到 下 列 重要 法 风 ， 
frr fsa fi tos 加 
对 于 莽 ， 类 似 地 有 
, ， ， 
rt- 人 rom 人 UD) soee. 
此 外 ， 当 a 为 任意 常数 时 ， 有 
f af l(a)dz = Jam Sof(€) A 
a 1 
= enn, DA 
于 是 得 到 
f aa = of stor (8) 


最 后 的 两 个 法 则 ,使 得 我 们 能 够 对 于 两 个 或 多 个 可 积 的 函数 的 
“线性 组 合 ” 进行 积分 . 因此 , 对 于 任何 二 次 函数 y= 4z? +Bz+C， 
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其 中 4, 上 B,C 为 尾 何 常数 ， 我 们 可 得 
f ar + Br+ Cdz = 了 Lae+ 人 ad Cdz 
-A “ef so 1 
= 全 + 主刀- Cb —a). 
用 同样 的 方法 ， 可 将 一 般 的 多 项 式 


y= Aors + Mr lt An ir — An 


b 
f ydr = 1 Aolb™tt 一 ent 十 工人 (Be a 
交 nl n 


1 » 
+ FA + Anlb 0). 


5- 积分 的 估 值 


关于 积分 的 另 一 个 可 以 明星 地 着 到 的 性 质 也 是 很 基本 的 . 即 当 
& < 时 ， 对 于 在 区 间 [e: 训 的 每 一 点 上 为 正 或 为 零 的 函数 ftw), 有 


1 “aa (9) 


如 果 我 们 把 积分 写成 和 式 的 极限 , 并 二 注 意 到 和 式 内 仅 含 非 负 项 ， 
则 立即 可 以 推出 这 一 结论 . 
更 一 般 地 , 如 果 我 们 考虑 两 个 函数 了 和 9 它们 具有 这 种 性 质 : 
对 于 区 间 区 身上 的 一 切 工 来 说 ， f(z) > gtz). 则 
b 
了 flz)dz > / “oa (10) 


这 是 因为 f(z2) 一 9fz) 总 不 为 负 ， 所 以 我 们 有 


f ya- 了 jd- / re ~ galds > 0. 
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现 夺 我 们 将 这 一 结论 用 于 车 区 间 [c, 外 上 连续 的 函数 f(z). 设 
了 在 这 个 区 间 上 的 最 大 值 为 对 , 最 小 值 为 m. 因为 对 于 [a, 绰 中 的 
一 切 z 来 说 ， 有 
mz fl gM, 


所 以 ， 我 们 得 到 


Fries f stam f ma 


如 果 注 意 到 ， 对 于 任何 常数 C, 有 
b b 
/ cu-cf 1dz = Clb — a), 
我 们 还 可 得 到 不 等 式 
mb a) < f Flzjaz < M(b — a), (1) 


这 个 不 等 式 给 出 了 关于 任 一 连续 函数 的 定 积分 的 (最 简单 的 ) 上 界 
和 下 界 . 


x 


图 2.15 


这 个 估 值 在 直观 上 也 是 很 明白 的 ,如果 把 积分 解释 为 面积 ， 则 
量 许多 一 a) 和 mtb 一 a) 分 别 表示 在 长 度 为 6 一 a 的 公共 底 边 上 的 
外 接 矩 形 和 内 接 矩 形 的 廿 积 (图 2.15) 
d. 积分 中 全 定理 


作为 平均 值 的 积分 ,上面 所 得 到 的 不 等 式 , 当 我 们 用 多 数 了 在 
区 间 如 二 的 平均 值 来 对 它 作 稍 不 同 的 解释 时 是 很 有 意义 的 . 首 
完 ， 对 于 有 限 个 量 及, 及 ,…, 加 来 说 ， 其 平均 值 或 算术 平均 人 帮 
是 数 
现在 ， 如 果 我 信 想 要 定义 对 应 于 区 间 la, 四 上 的 任意 + 的 无 穷 多 个 
量 ftz) 的 平均 佳 ， 那么 , 很 自然 的 做 法 是 : 首先 取出 (有 限 的 )n 个 
了 仿 ， 警 如 说 所 zi) f(z2),…, f(za), 作 平 均值 


n 
然后 ， 令 无 限 增 大 而 取 极 限 ， 这 个 极限 仅 (如 果 总 是 存在 的 话 )， 
在 很 大 程度 上 取决 于 点 *: 在 区 间 fr 日 上 的 分 布 状况 . 如 果 我 们 把 
区 间 [a, 相 划分 成 长 度 为 Azi = 三 由 一 中 的 个 相等 的 部 分 ， 
而 将 其 中 的 分 点 取 作为 求 了 平均 值 时 的 点 zi, 于 是 就 确定 了 一 个 了 
的 平均 值 ， 即 


fod + + fen) 


n 


1 忆 
pe 2 fdAr, 
而 且 取 当 m oc 时 的 极限 ， 则 此 2% 个 量 的 平均 居 显 然 收 合 于 数值 


b 
1 pe re 
flrjdaz = 二 
be / a 


= 
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我 们 将 上 称 为 了 在 区 间 世 ,中 上 的 “算术 平均 值 ”或 平均 值 ， 这 
样 ,前 面 的 不 等 式 只 不 过 是 表明 ， 连续 函数 的 平均 值 不 能 大 于 函数 
的 最 大 值 ， 也 不 能 小 于 其 最 小 值 :图 2.16). 


sy 


图 216 


为 函数 f(z) 在 区 间 [e, 引 上 是 连续 的 ， 所 以 在 此 区 间 上 必定 
存在 着 使 得 f 取 最 大 值 M 和 最 小 值 m 的 点 .根据 连续 函数 的 中 
间 什 定理 ， 在 此 区 间 上 也 必定 存在 点 & 使 得 在 这 一 点 上 正好 取 
中 间 值 上 因此 ， 我 们 实际 上 证 明了 : 

中 全 定理 对 于 在 芭 则 二 的 因数 Te 在 上 区间 上 
在 训 台 人 和 


fs sO- 12) 
这 就 是 既 简 明 然 而 又 是 很 重要 的 积分 中 值 定理 . 用 一 各 话 来 概 
括 这 个 定理 实质 上 表明 。 连续 函数 在 一 个 区 同上 的 平均 值 属于 此 
函数 的 值 域 
这 个 定理 只 是 保证 在 区 回 上 至 少 存在 一 个 &, 使 得 fi8) 等 于 
了 的 平均 值 ， 而 并 未 进 -- 步 说 明 的 位 置 . 


注意 : 如 果 将 积分 限 。 和 6b 交换 ， 则 中 值 定理 的 公式 仍然 成 
立 ， 因 此 , , 当 a > & 时 ， 中 值 定理 也 是 正确 的 . 

广义 中 值 定理 除 简单 的 算术 平均 值 外 ,我 们 还 常常 需要 考虑 
如 下 式 给 出 的 7 个 量 及 ,，…, fn 的 “加 权 平 均值 ”: 

Pifi +Pp2f2 + + pnfn 
页 十 pz 十 十 pn 
其 中 “ 权 因子 ”p; 是 任何 正 值 ， 例如， Pi,P2,… ,pn 是 分 别 位 于 z 
轴 上 点 户 , 户 ，… 六 的 质点 的 质量 ， 则 表示 重心 的 位 置 . 如 果 所 

有 的 权 因 子 pi; 都 相等 ， 则 量 # 恰好 是 上 面 定义 的 算术 平均 值 . 
对 于 函数 f(z), 我 们 可 以 类 似 地 建立 在 区 间 [ce, 蛋 上 的 加 权 平 
均值 


= 


b 
ram 


由 一 
/ lajdz 
其 中 P(?) 一 一 权 玉 数 一 一 是 此 区 何 上 的 任 一 正 函 数 . 2 为 正 的 假 


设 保证 了 分 母 不 为 零 . 
加 权 和 均 信 也 他 二 /在 说 区 间 上 的 术 全 1 与 
全 这 
将 不 等 式 


A ， (13) 


m<f(r)<M 
乘 以 正 西数 p(z), 我们 得 到 
mp(z) < f(z)plz) < WP(z)、 
然后 积分 ， 得 到 
mf “ ple)ds < / * jlojple)de < M / "pla)de. 
除 以 正 量 人 “p(z)dz, 我 们 便 得 到 上 述 结果 
m<psM. 
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如 果 这 里 f(z) 是 连续 的 ， 由 中 间 值 定理 (第 47 页 ) 我 们 便 可 
言 ， = 76), 其 中 是 区 间 a <e<b 上 的 某 个 适当 值 ， 由 此 
由 下 过 六 的 积分 学 中 全 型 

名 时 Tt 各 Ca) 在 区 则 世相 上 里 当 的 , 而 县 wa) 村 上 
区 上 是 下 的 虽 丰 此 区 加 上 春 在 永和 


渐 取 


b b 
{ fv)as = 76) { psy, 014) 
在 ptz) =1 的 特殊 情况 下 ， 便 得 到 前 面 的 中 值 定理 . 


2.4 作为 上 限 之 函数 的 积分 


不 定 积分 


定义 和 基本 公式 

函数 f(z) 的 积分 值 依赖 于 积分 限 a 和 b, 即 积分 是 两 个 积分 限 
4 和 5 的 函数 ， 为 了 比较 严密 地 讨论 对 于 积分 限 的 这 种 依赖 关系 ， 
我 们 设想 ， 下 限 是 一 个 固定 的 数 ， 辟 如 说 a, 积分 变量 不 再 用 xz 而 
用 4 来 表示 ( 见 第 141 页 ), 上 限 不 再 用 5 而 用 = 来 表示 ， 以 便 说 明 
我 们 把 上 限 看 成 变量 , 并 且 希 望 作为 这 个 上 限 的 函数 来 研究 积分 之 
值 ， 于 是 ， 我 们 写 为 


plo)= f fea 


我 们 将 函数 p(z) 称 为 函数 fla) 的 一 个 不 定 积 分 , 在 “不定 积分 " 
前 面 如 上 4 一 个 ”二 字 ， 是 为 了 使 我 们 想到 ， 当 下 限 不 取 a 而 取 任 
何其 他 信和 的 时 候 ， 一 般 就 会 得 到 不 辣 的 积分 什 在 几何 上 ,不 定 积 
分 p(w) 是 在 曲线 y = f(w) 下 并 界 于 轴 、 直 线 "= a 和 变动 的 
直线 uz 之 同 的 面积 (如 图 2.17 中 的 阴影 部 分 所 示 ) 来 表示 的 ， 
其 符号 由 前 面 讨论 过 的 规则 来 确定 (第 141 页 ). 

任何 特定 的 定 积分 者 能 由 不 定 积分 efz) 求 得 . 实际 上 , 根据 
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ob 


， 图 2.17 ”作为 丙 积 的 不 定 积分 
前 面 讲 过 的 积分 的 基本 法 测 ， 


/ "ftwdu = [/ “Fear / "jewdu 
一 人 “faut / “mw 四 


特别 是 ,我 们 能 够 通过 w(z) 来 表示 下 限 为 o' 的 任何 其 他 的 不 定 积 
分 : 


三 fludu = p(s) — po). 
正如 我 们 所 看 到 的 ， Ce 9C) 仅仅 
相差 个 常数 
不 定 积分 的 连续 性 


如 果 国 数 f(z) 在 区 间 [4, 覃 上 连续 ， 且 a 是 此 区 间 上 的 一 个 
点 ， 则 不 定 积 分 , 
zw=/ flu)adu 


仍然 表示 定义 在 同一 区 同上 的 = 的 函数 . 不 难看 出 ， 连 续 育 数 f(z) 
的 不 定 积分 p(z) 同样 是 连续 的 因为 ， 如 果 z 和 y 是 该 区 间 上 的 


162 . 


任何 两 个 售 ， 那 么 ， 根 据 中 值 定理 ， 我 们 有 
ve = fade = 0 -o), (15) 


其 中 是 端点 为 x 和 5 的 区 间 上 节 某 一 个 值 ， 这 时 ， 由 了 的 连续 
性 ， 我们 有 


吉 ?) = jbem+FOG@- 可 
=¢(e) + f(#) -0= (2), 


这 就 证 明 p(2) 是 连续 的 ， 更 具体 地 说 ， 在 任何 闭 区 间 上 ， 我 们 有 
人 (内 一 FL2iS MI 一直 其 中 时 是 wei 在 落 区 局 上 的 最 太 划 ， 
因此 ， ?甚至 是 利 普 希 茨 连续 的 . 

对 于 ”所 一 2(2] 的 公式 [15), 说 明 当 f(z) 在 整个 区 间 上 为 王 
时 ， 9%(z) 是 增 函 数 ， 即 当 y > x 时 ， 


vy) = p+ /EY ~ 0) > we. 

建立 函数 的 不 定 积分 ， 乃 是 产生 新 的 函数 类 的 一 种 重要 方 
式 在 2.5 节 中 ， 我 们 将 应 用 这 种 方式 引入 对 数 函数 ， 这 也 将 苹 我 
们 初次 看 到 一 个 事实 : 由 数学 分 析 的 一 般 定理 可 以 导致 许多 非常 特 
殊 的 公式 

正如 在 3.14 节 a [第 334 页 ) 中 将 会 看 到 的 那样 ， 如 果 我 们 希 
沁 根 据 纯 分 析 的 方法 而 不 是 依靠 直观 的 几何 解释 来 定义 新 西数 ( 例 
如 定义 三 久 本 数 ), 那么 ,借助 于 已 定义 的 函数 的 积分 则 是 一 种 很 好 
的 途径 


2.5 ”用 积分 定义 对 数 


a. 对 数 丽 数 的 定义 


bp 
在 332 节 中 , 我 们 已 经 成 功 地 通过 和。 的 等 来 表示 x*dx， 
其 中 a 为 任 一 个 不 等 于 -1 的 有 理 数 ， 当 a = -1 时 ， 我 们 只 能 将 
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这 个 积分 表示 为 序列 的 极限 


. 人- 加"( 诺 下 


现在 ， 与 2.2 节 的 讨论 无 关 ， 我 们 引入 由 不 定 积分 


四 
/ 工 duD， 
| 


所 表示 的 函数 ， 或 者 在 几何 上 ， 由 如 图 2.18 所 示 双 曲线 下 的 面积 


图 2.18 ”由 面积 表示 的 ljogz 


所 表示 的 函数 ， 我 们 将 此 函数 称 为 x 的 对 数 ， 或 者 更 确切 地 说 ， 称 
为 = 的 自然 对 数 ， 并 且 记 为 


logz = 三 二 su 416) 
1， 

因为 y = 工 是 连续 函数 ， 并 且 对 于 一 切 zx > 0 是 正 函 数 ， 所 以 函 
数 logz 对 于 一 切 x > 0 有 定义 ， 并且 是 连续 的 ， 此 外 还 是 单调 增 


在 本 革 中 ， 我 们 仍 随意 利用 这 一 事实 ， 连续 函 数 (这 里 是 函数 Ee 的 积分 是 存 
在 的 ， 其 一 般 证 明 在 补 篇 中 给 出 . 
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加 的 ， 将 log x 的 不 定 积分 的 下 限 取 为 1 是 很 方便 的 ， 这 意味 着 
log1 =0, (17) 
并 且 当 z > 1 时 logzx 是 正 的 ， 而 当 z* 位 于 0 与 1 之 间 时 logz 是 


负 的 (图 2.19). 二 在 正 的 积分 限 a 和 5 之 间 的 任 一 定 积分 才能 按 
下 列 公式 通过 对 数 来 表示 (网 第 164 页 }: 


*1 
f/ 一 au = 10gb ~ loge. (18) 
a 
在 几何 上 ， 这 个 积分 表示 到 曲线 9 十 下 的 界 于 直线 = = a 各 
= 一 5 之 同 的 面积 


了 
4 


图 2.19 自然 对 数 


b. 对 数 的 加 法 定理 


一 个 用 来 解释 logz 的 传统 名 称 的 基本 性 质 ， 可 由 下 述 定理 来 
表述 : 


- 165 . 


加 法 定理 对 于 任何 正 的 = 和 多 有 


log(zy) = log x + logy. {19) 
证 明 ， 我 们 将 加 法 定理 写成 下 列 形式 


log(z2 — logy 一 iogz 


这 里 ,我 们 有 意 选 用 不 辣 的 字母 来 表示 这 两 个 积分 的 积分 变量 .这 
两 个 积分 所 以 相等 可 由 下 述 事实 推出 : 当 适当 地 划分 和 选 泽 中 间 点 
时 所 得 到 的 两 个 近似 和 具有 相同 的 值 。 首 先 假设 x > 1 于 巧 


fF -a 去 Am 


其 中 wo = Loanaa an = > 表示 划分 区 间 中, 时 所 得 到 的 各 
点 ， 扎 处 于 第 :个 单元 E， 令 wm = aam = Ko 我 们 看 到 ; 点 
ao:pl -sea 对 应 着 区 间 ,2 要 的 一 种 划分 ， 其 中 国 点 为 姑 一 
显然 


人 一 3 
于 是 
Es 
Avi = 一 Ai 
号 二 1 可 


六 的 向 二 无 穷 大 时 ， 开 干 z > 1 的 情况 。 我 们 恒 得 到 所 要 求 的 两 
个 积分 之 问 的 恒等式 

当 = 工时 , 加 号 定理 昌 然 成 立 , 因为 logI= 0. 对 于 0<a< 1 
的 情况 ， 为 了 证 明 这 个 定理 也 是 对 的 ， 我 们 注意 到 ， 这 时 二 > l， 
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因此 
logz +logy = logz +log (Ew) 
=iIogr + log 二 + loglry) 
= log 二 + logz + log(z) 
= log (5) + logtzW) 
= log1 + logizy) = loglzy). 


加 法 定理 的 证 明 到 此 完成. 
加 法 定理 也 可 根据 公式 (3) (第 150 页 ) 来 证 明 ， 按 此 公式 ， 有 


logz= lim n( YE—1). 
于 是 


log(z) = lim n( viT — 1) 
= lmln(Y -lt+n( 1) 
= [lm a( VE- Dn, 9D + lm, nV 
= logs+ logy, 
因为 Jiua 了 = 1( 见 第 69 页) 
将 加 法 定理 应 用 于 特殊 情况 y = 工 , 便 得 到 


1 
logl~ loge + leg 


或 
1 
log = = —loge. (20) 


更 一 般 地 有 


1 
log 和 =logy + log = = Igy ~ iogz. (21) 


对 于 ”个 因子 的 乘积 ， 我 们 重复 羔 时 加 法 
log(z172 -+ Tn) = logzl + Jogez 十 
将 吊 是 ， 对 于 任 伍 正 整 数 n, 我 们 得 到 


logfzr1 = nlogx 


定理 ， 便 得 到 


+ log za. 


(22) 


这 个 恒等式 当 nn=0 时 也 成 立 ， 因 为 xz? = 1; 并 且 还 可 以 推广 到 负 


艺 数 ”的 情况 ， 只 需 注 意 到 


log(z") = log (去 ) =—logts—") = -(ojlogz= nlogz, 


对 于 任何 有 理 数 a = 世 和 任何 正 数 % 我 们 可 做 ax = a 全 = 


x#. 这 时 ， 我 们 有 


1 n_ 1 m 
= 一 二 二 loga" 二 了 = . 
logz logz og a loga = aloga, 


因此 ， 对 于 任何 正 实数 a 和 任何 有 理 数 a, 恒等式 


logla®} =aloga 


都 成 立 . 


2.6 ”指数 函数 和 加 函数 


a. 数 e 的 对 数 


在 第 56 页 上 作为 :+ 二 】 的 概 限 而 到 的 常数 。 对 于 画 
数 gs 起 着 极为 重要 的 作用 实际 上 ， 数 。 的 特征 由 等 式 


loge=1 


坟 在 几何 上 ， 这 意味 着 ， 由 骏 出 线 y 二 二 和 直线 y 一 0,z 二 1 以 及 z =。 图 


的 面积 之 值 为 1[ 见 图 2.18)- 
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便 可 得 知 ， 为 了 证 明 这 个 等 式 ， 我 们 注意 到 ， 由 函数 logz 的 连续 
性 可 以 推出 


loge = log 加 € + 2 = im log [6 + :| 
-eros (1+ 广 ) 
现在 根据 积分 学 中 值 定理 ， 有 
14 工 
2 


其 中 是 1 和 1~ 二 之 问 的 某 一 个 数 ， 这 个 数 与 有关， 显然， 
im 一 上 于 是 


loge= lim = . (24) 


no + 
b. 对 数 画 束 的 反 函 数 ， 指 数 函 数 
由 关系 式 loge = 1, 则 对 于 任何 有 理 数 a, 就 可 以 推出 
loglez) = aloge =a. 


这 说 明 每 一 个 有 理 数 a, 可 以 写成 某 一 个 正 数 = 的 log x 之 值 ， 因 
为 logz 是 连续 的 ,所 以 它 可 以 取 介 于 两 个 有 理 值 之 问 的 任何 值 
i 切实 教 值 ， 由 此 可 知 ， 当 4 取 谢 一 切 正 估 时 , 

= iogz 之 值 将 及 一 切实 数 因为 log > 是 单调 递增 的 ， 所 以 对 于 
任何 1 正好 存在 一 个 正 数 z 使 得 gr = y. 方程 3= logz 的 
解 r, 可 由 对 数 函 教 的 反 函 数 给 出 ， 我 们 将 此 反 函 数 记 为 = = Ety). 
于 是 ， 我 们 知道 ， E(W)( 图 2.20) 对 于 一 切 y 有 定义 并 且 是 正 的 . 
此 外 ， 它 仍然 是 连续 的 和 增加 的 ( 见 第 49 页 ). 

因为 方程 y = Iogz 和 + = fg) 代表 = 和 y 之 各 的 相间 的 关 
系 ， 所 以 我 们 也 可 将 方程 a = logte”)( 此 方程 对 于 有 理 数 a 成 立 ) 
写成 下 列 形式 ， 


E(aj = en. 
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图 2.20 抬 数 西数 


我 们 看 出 ， 对 于 任何 有 理 数 w, Blo) 之 值 是 数 。 的 a 次 宕 ， 对 于 
有 理 数 a = 王 , 等 e* 直接 定义 为 We 对 于 无 理 数 a 这 样 来 
定义 如 是 非常 自然 的 即将 a 次 示 为 有 理 数列 oo 的 极 眼 , 并且 
设 e = lm,(e™). 因为 ee" = (en), 且 函 数 E(y) 连续 地 依 亲 于 
所 以 我 们 可 以 确信 en* 的 极限 存在 ， 并 且 具 有 值 Bta), 而 与 用 
来 通 近 a 的 特定 序列 是 无 关 的 ， 这 就 广 明 了 方程 (a) = e? 对 于 
无 更 数 a 也 成 立 ， 现 在 ， 对 于 一 切实 数 a 我 们 能 够 用 e= 来 共 埠 
了 Bo). 我 们 称 ez 为 指数 通 数 ，、 这 个 函数 对 于 一 奸 = 有 定义 并 且 是 
连续 的 ， 此 外 还 是 单调 瑞 加 的 和 处 处 为 正 的 ， . 

因为 方程 y= lngz 和 x = er 是 表示 数 = 和 5 之 间 的 同样 关 
系 的 两 种 方式 ， 所 以 我 们 看 出 。 logz 一 = 的 “ 自 数 对 数 "( 正 如 
由 积分 所 定义 的 ) 是 代表 以 。 为 底 的 对 数 ,如 采用 初等 数学 中 的 术 
语 ， 也 就 是 说 。 logz 是 。 的 这 样 一 个 宕 指数 ， 的 logs 次 坚 等 
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于 z, 或 
lese 
我 们 可 以 写成 log x 一 logez- 
类 似 地 ， Zz = e? 是 这 样 一 个 数 、 其 本数 为 y, 或 


= ‘25) 


log er =y. {26} 


从 基 积 分 的 现 点 来 看 ， 如 前 所 述 ,首先 竺 为 一 个 简单 的 孙 数 y 一 二 
的 积分 引入 自然 对 数 ， 然 后 通过 取 对 数 画 数 的 反 醒 数 来 定义 。 的 
界 ， 的 确 是 比较 容易 的 . 这 里 ， 画 数 og zx 和 er 的 连续 性 和 单调 考 
正 是 作为 一 般 定 理 的 推论 而 得 到 的 ， 并 不 需要 特别 的 论证 . 
.作为 宕 的 极限 的 指数 画 数 
原来 ， 数 e 是 作为 下 列 极 限 而 得 到 的 : 
e= dm i + 二 ) 
更 一 般 的 公式 是 对 于 任何 ” 将 e” 表示 为 极限 
= lm (1+E). (27) 
为 了 证 明 这 一 点 ， 只 需 证 明 库 
sn'= log (+ Ey 
其 有 极限 即 可 ， 因 为 指数 西数 是 过 续 的 ， 此 时 数列 


人 


必定 趋向 于 er, 现在 


1+ 委 
m=nlos (i+ )=nf te 
1 


了 读者 可 能 会 感到 应 该 保 食 “自然 对 数 " 这 一 名 称 给 以 10 为 底 的 对 数 ， 然 而 ， 在 
历史 二 ， 1614 年 由 纳 皮 尔 《Napier) 发 表 的 第 一 个 对 数 玫 本 来 给 出 的 是 点 。 为 底 的 对 
数 ， 以 10 为 感 的 对 数 是 后 来 由 布 里 格 斯 《Briggs) 引入 的 ， 原 天 是 以 10 为 座 的 对 数 在 
计算 上 显然 是 方便 的 。 【以 10 为 底 的 对 数 称 为 常用 戏 数 ， 一 一 党 者 注 } 
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根据 积分 中 值 定理 ， 我 们 有 


1 


Sn 


其 中 各 是 1 与 1+ 之 阅 的 某 一 个 什 ， 因为 当 4 驳 向 于 oc 时 ， 
如 显然 趋向 于 1, 所 以 我 们 的 确 有 dm sn 一 人 


d. 正 数 的 任意 次 堵 的 定义 


现在 , 我 们 能 够 通过 指数 函数 和 对 数 函 数 来 表示 位 一 正 数 的 任 
意 次 塞 3. 
我 们 已 经 看 到 ， 对 于 有 理 数 = 和 任何 正 数 x, 关系 式 


loglz°) = alogx 


成 立 ， 我 们 将 此 式 写 为 下 列 形式 


wo = erlogz. 


对 于 无 理 数 m, 我 们 仍 将 a 表示 为 有 理 数 序 列 aw 的 极限 ， 并 且 定 
文 
2° = lim we" = lim em ose. 


moo noo 


由 指数 函数 的 连续 性 又 可 得 知 此 极限 存在 ， 且 其 值 为 e*'eg=, 因为 


eologz = elimlen logs) -Himeantogz 
因此 ， 对 于 往 何 数 a 和 任 钉 正 数 ? 这 种 极其 一 般 的 销 形 ， 关 系 式 
ae 一 er ee (28) 
都 是 成 立 的 ， 设 logx = 9, 或 者 同样 地 ，x = es, 我 们 推出 


{e8ya = eq (29) 


1) 这 就 己 旬 了 第 94 页 上 所 指出 的 比较 党 指 的 “初等 "定义 ， 也 过 竟 了 通过 有 理 指 
教 过 湾 到 极 根 的 方法 来 证 明 这 些 过 程 . 
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更 一 般 地 ， 对 于 任何 正 数 > 有 


(zej2 = (egz]8 = evploge 一 wop. 


不 难 建立 宪 铂 数 运算 的 另 -- 个 一 般 的 法 则 ， 这 就 是 乘法 定理 


sea. 


ea eth 
其 中 > 是 正 数 ，a 和 有 是 任意 数 ， 为 证 明 这 一 定理 ， 只 项 证 明 对 
等 式 两 端 取 对 数 后 而 得 到 的 公式 ， 
log(zez8) = log(z°+8). 
现在 由 已 建立 的 法 则 (19), (26) 和 (28), 可 以 推出 
log(zez8) =logw° 二 logz8 = ]og(eclogz) 十 log(eplogz) 


=alogr+flogz= (a+fP)logs 
一 log(ete+p)iog] = log(ze+p]. 


e. 任 一 底 的 对 数 
我 们 不 难 通过 自然 对 数 来 表示 非 e 为 底 的 对 数 , 如 果 对 于 正 数 
4 方程 z =av 成 立 ， 我 们 则 写 为 


Y= Ioguz. 


现在 oy = ezlg", 因此 z= ege 或 gloga= logz. 由 此 推出 
logz 

”loga 

其 中 logz 是 以 e 为 底 的 自然 对 数 ， 特 别 是 以 10 为 底 的 常用 对 数 
由 下 式 给 出 : 


log。 zx (30) 


logz 


logioz = Teio 
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因为 以 任 他 数 " 为 底 的 对 数 同 自 然 对 数 成 正比 ,所 以 这 样 的 对 
数 也 满足 同样 的 加 法 定理 ， 


logs £ + loga y = loga i zo). 


2.7 = 的 在 意 次 大 的 积分 


在 2.2 节 中 我 们 普 经 得 到 公式 


b 
Batl aotl 
人 
站 a+t 


其 中 = 为 任 一 不 等 于 -1 的 有 理 数 . (已 经 看 到 = = -1 的 情况 得 
到 对 数 . ) 当 a 是 无 理 数 时 ， 为 了 计算 这 个 定 积分 ， 只 需 讨论 不 定 


积分 
= ed 
plr) 三 ea 


即 可 ， 因 为 一 奶 具 有 下 的 积分 腿 a 和 上” 的 定 积分 都 能 从 这 个 不 定 
积分 得 到 ,假设 + > 1 (ze < 1 的 情况 ， 只 要 把 积分 限 交 换 ， 便 可 用 
同样 方法 来 处 理 ). 这 时 ， 由 {28) 我 们 有 


aa = eloge 


这 里 ， 对 于 积分 区 间 中 的 来 说 。，logw> 0. 设 B 和 7 是 任何 两 
个 不 等 于 -1 的 有 理 数 ， 并 且 


BS<a<7. 


于 是 有 
Blogu < alogu < Ylogu. 
1 ， 
因为 指数 函数 是 递增 的 ， 所 以 由 上 式 可 以 推出 


eplgu < ealoge < erlosu, 


即 
wu 


ye 
fs oes f de. 
wp 和 wr? 的 积分 前 面 已 经 算出 、 从 而 得 到 


1 1 ， 1 
Bri -De) 7 


于 是 我 们 有 


(z7t — 1). 


现在 如 果 我 们 令 有 理 数 5 和 ? 都 收敛 于 oa, 那么 由 于 指数 函数 
的 连续 人 性， zatl = ctptDtugz 和 zt+l = en+bgzr 都 趋向 于 
ele-0logs = zt 于 是 我 们 得 到 极限 


1 
pfz) = ZT {zs+l — 1). 


对 于 0 和 1 之 间 的 z, 也 有 同样 的 结果 ， 因此 ， 对 于 正 数 4a 和 一 
般 地 有 


Te =p(0) — pla) = Tt artl)， 
正如 在 有 理 数 a 时 一 样 . 


如 果 a 是 正 整数 ， 那 么 这 个 公式 甚至 在 积分 限 4。 或 5 是 零 或 
贫 数 计 也 仍然 成 立 ， 公 式 的 这 一 直接 推广 并 不 困难 . 


28 导数 


导数 的 概念 与 积分 的 概念 一 样 , 也有 着 直觉 的 起 源 并 和 是 不 难 
掌握 的 . 然 面 ， 这 一 概念 却 打 开 了 通 向 数学 知识 与 直 理 的 巨大 宝库 
之 门 ; 读者 将 会 逐 洲 发 现 本 书 中 所 儿 述 的 这 些 方法 的 各 种 重要 应 用 
及 其 威力 . 

,导数 的 概念 首先 是 由 光 少 曲 线 y = fm) 在 点 P(x: 办 处 的 切 


线 的 直觉 观念 的 启 发 而 提出 的 ， 而 此 内 线 的 切线 是 直 切 线 方向 向 
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正 > 轴 之 间 的 夹 角 a 来 表征 的 . 但 是 ， 我 们 怎样 由 函数 的 解析 表 
近 式 得 到 这 个 角 a 呢 ? 为 了 确定 角 a, 仅仅 知道 点 已 处 的 > 和 y 
之 值 是 不 够 的 ， 因 为 除了 切线 以 外 ， 还 有 无 穷 多 条 不 同 的 直线 通过 
点 己 , 另 一 方面 ， 为 了 确定 角 ,我们 并 不 需要 知道 画 数 f(z2) 在 整 
个 定义 域 上 的 性 态 ， 只 要 知道 函 教 f(z) 在 点 忆 的 任意 的 邻 域内 的 
性 态 ， 便 足以 确定 角 a, 而 不 论 邻 域 选 得 多 么 小 .这 就 表明 ， 我 们 
应 当 通 过 极限 过 程 来 定义 曲线 9 = jz) 的 切线 方向 ， 这 正 是 我 们 
下 面 要 遵循 的 途径 . 

时 在 16 世纪 ， 由 于 要 解决 几何 学 、 力 学 和 光学 中 产生 的 最 优 
化 问题 ， 即 极 大 值 和 极 小 值 问 题 ， 在 数学 家 和 们 面前 就 提出 了 计算 切 
线 方向 的 问题 或 “微分 ”的 问题 ， (关于 这 些 问题 的 讨论 ， 见 3.6 
节 .) 

导数 微分 法 产生 的 另 一 个 最 重要 的 问题 , 是 对 于 任 一 作 非 匀 建 
运动 的 物体 的 速度 的 直观 概念 丘 予 精确 的 数学 意义 的 问题 { 见 第 
183 页 )， 

让 我 们 首先 讨论 在 分 析 上 用 极限 过 程 来 描述 曲线 的 切线 的 问 
题 . 


a. 导数 与 切线 


几何 定 久 ”为 了 与 朴素 的 直观 划一 数 , 我们 首先 通过 下 述 几何 
上 的 求 极限 过 程 来 定义 给 定 曲线 3 = f(z) 在 其 一 点 P 上 的 切线 
( 见 图 221)， 取 曲线 上 点 PP 附近 的 另 一 点 及 通过 这 两 点 P,P 
画 一 条 直线 一 一 曲线 的 割 线 ， 现 在 ， 如 果 点 PP 涯 曲 线 向 点 已 移 
动 ， 则 可 料 到 这 条 制 线 将 达到 极限 位 窒 ， 此 极 腿 位 置 与 号 从 万 一 
司 而 趋向 于 P 是 无 关 的 ， 这 个 割 线 的 极限 位 置 便 是 切线 ; 制 线 的 
这 种 胡 限 位 置 的 在 在 宾 这 一 命题 ， 与 前 线 在 点 处 具有 确定 的 坊 
线 或 确定 的 方向 的 假设 是 等 价 的 (我 们 使 用 “假设 " 一 词 。 是 因为 
实际 上 我 们 已 经 做 了 这 样 的 很 设 )， 在 砷 线 的 每 一 点 上 都 存在 切线 
的 假设 , 决 不 是 对 于 所 有 (表示 简单 的 函数 ) 的 曲线 都 或 立 , 例如 ， 
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在 点 也 处 具有 隅 角 或 尖 点 的 任何 曲线 ， 实 际 上 在 这 些 地 方 都 没有 
唯一 确定 的 方向 ,例如 y= |z| 定义 的 曲线 在 (0,0) 处 的 情形 ( 见 
第 188 页 上 的 讨论 )- 


1 


P 


图 2.21 割 线 和 切线 


因为 我 们 所 考虑 的 曲线 是 通过 函数 y = f(z) 来 表示 的 ， 所 以 
我 们 还 必须 针对 f(z) 用 分 析 方 法 来 表述 这 一 几何 上 的 极限 过 程 . 
这 种 分 析 上 的 极限 过 程 称 为 f(z) 的 微分 法 . 

我 们 知道 一 条 直线 同 x 轴 构 成 的 夹 角 是 这 样 规定 的 ， 就 是 把 
正 z 轴 沿 正方 向 即 反 时 针 方 向 转动， 并 在 首次 变 得 与 该 直线 平 
行 时 所 必须 扫 过 的 角 ， (这 个 角 a 应 位 于 区 间 0 < a < 7 之 中 .》 
设 aa 是 割 线 PP 同 正 > 轴 构 成 的 夹 角 ( 见 图 2.22), a 是 切线 同 正 
z 轴 构 成 的 夹 角 ， 于 是 


lim al = a, 
BoP . 


1) 沿 这 样 的 方向 ， 正 = 灿 转 动 了 就 与 正 y 办 重合 - 
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周 2.22 


这 里 所 用 的 符号 其 意义 是 明白 的 ， 设 x,y 和 z1,y 分 曾 是 点 P 和 
五 的 坐标 ， 这 时 ， 我 们 立即 得 到 3 


Hy fr)— fr) 
Ei 21 一 下 


tamal 一 ; 


因此 ， 上 述 碌 极限 的 过 程 (不 考虑 惟 直 切线 a = 部 的 情况 ) 可 由 下 
式 来 表示 : 


lim He -fe) - lim tana; = tanoa. 
zr 1 一 全 si 


表示 法 我 们 将 表达 式 
fr) -fo _ nm-y_ Ay 


1 一作 Zr Az 
称 为 函数 y= f(s) 的 差 商 , 其 中 符号 Ay 和 Az 分 别 表示 画 数 f(z) 


和 自 变量 z 之 差分 ， (这 里 同 在 第 139 页 上 一 样 ， 符 号 A 是 求 差 


1) 为 了 使 这 个 式 子 有 意义 ， 我 们 必须 假设 = 和 x1 二 者 都 属于 f 的 定义 城 后 面 、 
在 进行 极限 过 惜 的 二 一 步 ， 我 们 也 都 不 言 而 咏 地 做 此 相应 的 俊 设 . 
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的 简写 ， 不 是 相 乘 的 因子 . ) 因此 ， a 的 正切 ， 即 曲线 的 “斜率 "1， 
等 于 函数 了 的 差 商 当 zi 一 z 时 所 趋向 的 极限 . 

我 们 将 这 个 差 商 的 极限 称 为 函数 y = f(z) 在 点 = 处 的 导数 
?3 ,通常 既 使 用 拉 格 朗 日 (Lagrange) 表示 法 y = f'(z) 来 表示 导 


数 ， 也 使 用 菜 布 尼 效 所 用 的 符号 到 专人 或 ( 苦 ) To 在 


第 192 页 上 我 介 将 要 更 详 级 地 计策 和 有 尼 站 表示 流入 这 里 我 
们 指出 ， 记 号 f(z) 说 明 这 样 一 个 事实 : 导数 本 身 是 加 的 函数 ， 因 
为 对 所 考虑 的 区 间 上 的 每 一 个 x 值 都 对 应 着 一 个 f(z) 的 值 有 时 
通过 使 用 导 明 数 、 导 曲 线 等 术语 来 强调 这 一 事实 .导数 的 定义 
有 下 列 几 种 不 同 的 表达 形式 : 
人 = - Jim 4 E+ fz) 

站 ， 


=- 


7) = lm, 


其 中 第 二 个 表达 式 里 zl 为 z 十 hb 所 代替 ， 或 者 使 用 莱 布 尼 效 表示 
法 : 


Ye) -ja= im de-f -lim 他 


dr dr Er Az-D Ar 
如 果 了 在 点 = 的 邻 域内 有 定义 , 则 商工 十 已 一 了 对 于 一 
切 值 关 0 (只 要 人 | 足够 小 ， 从 而 保证 = 十 属于 所 考虑 的 区 间 ) 
就 是 的 函数 ， 把 7"(z) 定义 为 极限 ， 就 是 要 求 
fe+ -fe) _ ps) 


对 于 一 场 ( 正 的 或 负 的 ) 充分 小 的 h(h 0) 来 说 为 任意 小 . 
导数 的 计算 导数 的 直观 概念 和 一 般 的 分 析 概 念 都 是 比较 简单 
的 ， 也 是 不 准 理解 的 但 真正 进行 这 种 求 极限 的 过 程 ， 却 不 十 分 简 
易 . 
了 有 时 也 称 为 们 量 或 方向 系数 
2) 在 一 此 老 的 才 科 书 中 亿 称 为 族 分 素数. 
3) 也 使 用 条 本 表示 法 人 f(z) 和 咎 额 于 条 法 
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妈 仅 在 差 帘 的 表达 式 中 令 ri = x, 是 不 可 能 求 出 导数 的 ， 因 
为 这 时 分 子 和 分 母 二 者 都 将 等 于 零 ,我 们 会 得 到 没有 意义 的 表达 趟 
末 . 因此 ， 在 每 一 种 情况 下 ， 向 极限 过 波 都 必须 经 过 某 些 准 备 阶段 
《对 差 商 进 行 变 换 ) 
例如 ， 对 于 函数 Fiz) = z2, 我 们 有 
lo fe Bs pnt 


TI—r 1 一 


这 个 画 数 zi: +z 后 局 漳 2 的 定义 域 不 完全 相同 : 画 数 zi+z 


在 zi = 这 一 点 有 定义 ， 曾 商 车 ESE 在 这 一 点 则 没有 定义 . 对 于 
所 有 其 他 的 x 之 什 ， 直人 A 在 求 极限 的 过 程 
中 就 特别 要 求 r: 了 xz, 此 时 对 于 lm 二 和 对 于 lm (ei + 2) 


ip 
我 们 便 得 到 相同 的 值 ， 然 而 ， 由于 而 数 2 2 fe 在 点 xl = -有 定义 
并 且 是 连续 的 ， 所 以 对 于 这 个 函数 我 们 只 要 直接 令 z1 = ? 便 可 得 


到 极限 。 而 对 于 高 一 则 不 能 这 样 敌 、 于 是 ， 我 们 得 到 导数 


7 四 = 2 - 


作为 别 一 个 例子 ， 我 们 来 微分 函数 y = VE (ze > 0), 即 求 这 个 
阔 数 的 导数 ， 当 zz 关 2 时 ， 我 们 有 


= 27. 


T1—2 了 1 一 人 
YH VDVH+YD 
VT 

TI— 
rT A 
因此 ( 当 z > 0 时 ) 
dV 


1 
dr = lm, VE 2VE 
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当 z = 0 时 ， 出 现 奇 异性 : 导数 为 无 穷 大 . 国 为 当 2 一 0 时 
Vu-0_ 1 


对 于 微分 一 个 基数 的 过 程 我 们 给 出 一 个 与 切线 的 几何 直观 梳 
念 完全 无 关 的 分 析 定义 ， 这 一 点 是 极为 重要 的 . 积分 的 分 析 定 义 与 
面积 的 几何 视觉 无 关 ， 曾 使 我 们 能 够 以 积分 概念 作为 面积 概念 的 根 
据 ， 按 照 同样 的 精神 ， 我 们 不 去 涉及 函数 y = f(z) 借助 于 曲线 的 
几何 表示 法 ， 而 将 函数 y = /(z) 的 导数 定义 为 由 差 高 人 的 极限 
(如 果 这 个 极限 存在 的 话 ) 给 出 的 新 沙 数 y= 产 (z). 

这 里 , 差 Ay = 一 y = f(z1)-f/(z SAs 三 2 一 2 是 变量 y 和 
z 的 “相应 的 改变 量 " 我 们 可 将 比值 个 称 为 在 区 间 (zz + 人 Az) 
上 y 对 于 x 的 “平均 变化 率 *”. 这 时 ， 地 Ata) = 虹 则 表示 y 对 
z 的 “ 锋 时 变化 率 ", 或 简称 为 “变化 率 ”. 

如 果 这 个 极限 存在 ， 我 们 就 说 关 数 f(z) 是 可 微 的 , 除非 特别 
做 了 相反 的 说 明 2 我们 将 总 是 假设 所 讨论 的 每 一 个 函数 都 是 可 向 
的 我 们 强调 指出 ， 如 果 函数 /(z) 在 点 z 是 可 微 的 ， 则 高 

e+ = fg 


当 疡 一 0 时 的 极限 必须 存在 ,其 中 产 可 以 是 使 得 *TA 属于 了 的 定 
义 域 的 任何 不 等 于 零 的 值 . 特别 是 ， 如果 f 在 包含 z( 在 其 内 部 ) 的 
整个 区 间 上 有 定义 ， 则 士 述 极限 必定 存在 ， 面 不 论 趋向 于 零 的 
方式 如 何 , 即 不 论 它 是 通过 正 值 还 是 通过 负 值 ， 其 符号 不 受 限制 
有 了 导数 f(z) 的 分 析 定 义 , 现在 我 们 就 可 以 根据 方程 tana = 
(sz) 所 给 定 的 (与 正 z 轴 面 言 的 方向 ) 角 a 取 作为 曲线 的 点 (z, 幼 
处 的 切线 方向 3. 这 样 ， 用 分 析 定 义 作为 几何 定义 的 依据 ， 我 们 就 
1 不 满足 这 个 假设 的 一 些 例子 将 在 后 面 给 出 〔 见 第 188 页 ) 如 果 说 正文 中 总 是 保 
证 有 这 种 可 油性 ， 那 么 这 些 例子 则 证 明 可 微 性 是 一 种 候 设 


2) 角 a 并 不 完全 唯一 确定 ， 面 能 换 成 a 土 7, a 士 27 等 等 除非 像 上 面 那样 我 们 
指定 0 羡 a < 
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避免 了 出 于 几何 形象 的 不 明确 性 可 能 引起 的 困难 . 事实 上 ， 现 在 我 
们 已 准确 地 定义 了 y = fz) 的 曲线 在 点 (z;, 纪 的 切线 指 的 是 什 
么 ， 并 且 我 们 有 了 判定 一 条 轴线 在 给 定点 (z,2) 是 否 具 有 切线 的 分 
析 准 则 . 

路 

然而 ， 将 导数 形象 化 地 解释 为 曲线 切线 的 斜率 ， 这 对 于 理解 却 
很 有 帮助 ， 即 使 在 纯 分 析 的 讨论 中 也 是 如 此 . 基于 几何 二 观 的 下 述 
命题 就 是 这 一 种 情况 ， 

本 表 70) 当 Te) > 0 时 是 闪 测 坟 各, 而 当 7) < 时 

事实 上 ， 如 果 f'(z) 是 正 的 ， 那 么 ， 沿 > 增加 的 方向 来 看 曲 
线 ， 其 上 的 场 线 均 向 上 倾斜 ， 即 指向 y 增加 的 方向 (a 是 “锐角 ”)， 
因此 ， 在 所 讨论 的 点 上 曲线 随 x 增加 而 上 升 ; 反之 ， 如 果 了 "(x) 是 
负 的 ， 则 切线 向 下 倾斜 (a 是 “ 钝 角 ”), 曲线 随 > 增加 而 下 降 ( 见 图 
2.23). 这 个 命题 的 分 析 证 明 见 第 199 页 . 


了 y 
4 
F(x) fr) a 
此 全 


图 2.23 。 增加 函数 和 减少 函数 曲线 的 切线 
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b, 作为 速度 的 导数 


速度 的 直觉 观念 需要 由 精确 的 定义 来 代替， 这 再 次 导致 我 们 曾 
称 之 为 微分 法 的 完全 相同 的 极限 过 程 . 

我 们 来 举 - -个 例子 : 一 个 点 沿 着 平行 于 5 轴 的 直线 而 运动 . 这 
时 点 的 位 置 是 由 单独 的 一 个 坐标 ?来 确定 . 这 个 坐标 就 是 动 点 与 该 
直线 上 的 一 个 固定 的 初始 点 的 距离 ， 并 带 有 适当 的 正 负 号 . 如 果 我 
们 己 须 作为 时 间 t 的 函 教 的 y :3 = f(t), 旧 点 的 运动 就 是 已 确定 的 
了 . 如 果 这 个 函数 是 线性 函数 f(t) = ct + 我们 就 说 这 是 速度 为 c 
的 匀速 运动 ， 此 时 ， 对 于 每 一 对 不 同 的 值 上 和 握 , 我 们 用 在 此 时 间 
闻 隔 中 通过 的 距离 队 以 这 一 时 间 间 隔 的 长 度 ， 便 得 到 速度 


fe) ~ ft) 
= 


所 以 ， 速 度 c 是 函数 以 + 的 差 商 ， 这 个 差 商 与 我 们 所 选 定 的 一 对 
特 妹 的 时 刻 无 关 . 但是， 如 果 运 动 不 再 是 匀速 的 ， 那 么 我 们 将 时 刻 
t 的 速度 理解 成 什么 呢 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 考察 差 商 

ft) — FO) 
tt 

这 个 差 商 称 为 在 刁 和 上 之 问 的 时 间 间隔 上 的 平均 速度 . 现在 ， 如 
果 当 所 趋向 于 t 时 ， 这 个 平均 速度 趋向 于 确定 的 极限 ， 我 们 就 将 
这 个 极限 定义 为 时 刻 + 的 速度 ， 换 句 话说， 时 刻 上 的 速度 , 即 距离 
对 于 时 间 的 朋 时 变化 率 ， 便 是 导数 


一 所 二 
下 at 


ft) = 


牛顿 章 强 调 把 导数 0 解释 为 速度 ， 他 所 用 的 记号 是 痕 或 jx)， 
而 不 是 f(z), 牛顿 的 这 种 表示 法 我 们 有 时 也 会 用 到 ,当然 ， 如 果 要 
使 速度 的 概念 有 意义 ， 列 必须 假设 函数 是 可 微 的 . 
四 牛 惨 称 之 为 “ 流 数 {fluxion)”. 


一 个 简单 的 讽 子 是 自由 落体 运动 . 我 们 从 实验 中 所 建立 的 下 述 
定律 出 发 ， 当 t 一 0 时 处 于 静止 而 后 开始 运动 的 自由 落体 在 时 间 
内 经 过 的 距 离 与 成 正比 ， 所 以 ， 这 一 定律 可 由 下 列 形式 的 瑟 数 
来 表示 ， 

y= f(t) = od, 
其 中 为 常数 正如 在 第 170 页 上 所 述 , 这 时 速度 由 表达 式 f(t) = 
2 给 出， 因此， 自由 落体 的 速度 与 时 间 成 正比 地 增加 . 
c, 微分 法 举例 

现在 ， 我 们 通过 几 个 下 型 例子 来 说 明 微分 的 方法 . 

线性 喇 数 

对 于 卫 数 y= f(z) 一 其 中 e 为 常数 。 我 们 看 到 ， 对 -一切 = 
值 有 jlc+ 有 一 7 一 c-c= 0 因此 lm 区- 0; 
也 就 是 说 ， 常数 本 数 的 导数 是 零 

对 于 线 修 函 数 Y = ftz) = c2 + 我们 得 到 
fe- 区 -fz)  ， 册 
fe - 


?= 下 玛 全 = 


加 人 本 导数 人称 
下 面 我 们 来 微分 知 函 数 
y= f(r) = 2， 


首先 假设 a 是 正 整数 ， 如 果 ri 和 =, 则 我 们 有 


FD fe) -下 -于 一 三 过 
ZL 一 下 1 一 卫 


这 里 的 最 后 一 个 等 式 我 们 可 以 直接 除 , 也 可 以 利用 几何 级 数 之 和 的 
公式 得 到 ,这 个 简单 的 代数 处 理 ， 力 是 向 极限 过 湾 的 关键 ;现在 因 


,184 . 


为 等 式 右 端 最 后 一 个 表达 式 是 zl 的 连续 函数 , 特别 是 当 z1 = = 时 
是 连续 的 ， 所 以 在 这 个 表达 式 中 ， 我 们 直接 将 其 中 的 z1 都 换 为 5， 
便 可 实现 极限 zl -> 的 过 程 ， 这 时 ， 每 一 项 都 取 值 *” !, 而 项 数 
正好 是 a, 所 以 我 们 得 到 

d(x°) ol 


YY = = SE = or 


如 果 a 是 负 整数 一 8, 我 们 也 可 得 到 同样 的 结果 ; 但是， 我 们 
必须 假设 < 不 为 零 ， 这 时 ， 我 们 得 到 
工 1 
fo)-fe) of WB _ -1 


TIT A rl "wh 
28-1 + wh 2 + + el 

焉 op 
再 次 直接 用 > 来 代替 z1, 我 们 又 可 实现 此 极限 过 程 . 同上 面 一 样 ， 
我 们 得 到 极限 


3 一 1 
1 用 全 = _Bz-B-1 
y=-6 zB Br . 


因此 ， 对 于 负 整数 a = ~B, 导数 仍然 由 公式 


及 = oar 1 


给 出 . 

最 后 ， 对 于 x 为 正 数 而 @ 为 有 理 数 的 情况 ， 我 们 也 可 导出 同 
样 的 公式 ， 设 “= DD 其 中 p 和 4 均 为 整 教 ， 并 且 是 正 的 。 (如 果 
其 中 之 一 是 负 的 ， 证 明 只 要 稍 艇 一 些 改动 ， 当 a = 0 时 ， 结 果 已 经 
知道 ， 因 为 这 时 ze 是 常数 . ) 现在 我 们 有 


ffg _ ot 
ZI1-2 i 


如 果 设 2 二 ,sc 二 1, 便 得 到 
J fe) _ ee 


ms -6 e+e +té 


在 进行 最 后 这 个 变换 以 后 ， 我 们 即 可 实现 极限 =1 一 zi 或 同样 地 
6 一 全 的 过 程 ， 所 得 到 极限 值 的 表达 式 为 


一 工 _- 
7 & ， 
于 了 9 2 


多 一 


Fir) = = aze |、 


这 个 结论 在 形式 - 同 前 面 鸭 一 样 对 于 负 有 理 指数 ， 也 有 同样 的 洛 
分 公式 ， 这 留 给 读者 自己 去 证 明 . 
以 后 我 们 还 要 来 讨论 棕 两 数 药 微 分 法 {第 209 灾 ), 并 且 证 明 上 
述 公式 对 于 任意 指数 a 普遍 成 立 ， 
到 前 曙 数 


作为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 来 讨论 三 角 函数 sinz 和 cosz 的 微 
分 法 ， 首先 利用 初等 的 三 角 加 法 公 \ 式 来 变 近 关 商 


sinfz +h)—sinzy sinzcosh+i+coszsinn— sing 


h h 
,Cos 认 一 1 sink 
= sinz hh 十 cosz 
应 用 1.8 节 :第 88 一 89 页 ) 的 那些 公式 
,sinh .cosh—l 
吉 Pui 一 
我 们 立即 得 到 ， 
dsinz) 
= = sx 
对 函数 y = cosz 也 可 用 完全 同样 的 方法 来 微分 ， 我 们 从 
cos(2 十 站 一 cosr cos -1 sin 大 
Rh 一 cosm 一 sinz 下 
出 发 ， 再 取 疡 一 0 时 的 极限 ， 便 可 得 到 导数 7 
deos) = _ 
了 一 Geos 了 =- -sinr， 


了 如 果 把 z 解 因 信 外 度 ， 那 么 在 这 些 sinx 和 cosz 的 导数 的 公式 中 ， 有 自然 要 逢 先 
假定 角 zx 是 接 弧 度 兴 度量 的 
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9， 一 些 基本 的 微分 法 则 


同 积分 的 情况 - - 样 ， 微 分 存在 着 一 些 基本 的 法 则 ,这些 法 则 是 
由 定义 直接 推出 的 ， 并 旦 可 以 用 来 导出 许多 函数 的 导数 
1. 如 果 pLx) = fz) 二 9(2), 则 (2) = 了 (2) 9 (2). 
2. 如 果 光 (z) = cf(zX( 其 中 < 为 常数 ), 则 六 (xz) = cf'(z). 
这 里 只 需 首 先 把 差 商 写成 
Plrth) ol) _ -+ f(z ) + 2 gr) 
加 


和 
ED ELE 
h h ’” 


再 由 此 取 极 限 ， 即 可 推 得 上 面 两 个 法 则 . . 
因此 ， 例 如 函数 p(x) = fz) + az + 区 其 中 e 和 日 均 为 常数 ) 
的 导数 由 下 式 给 出 ; 


erfz) = f(r) + a 
应 用 这 些 法 则 以 及 宕 函数 本 身 的 导数 公式 , 我 们 也 就 可 以 微分 
任何 多 项 式 y = aoz" + ac" : 十.… 十 cn 并且 得 到 


CE 


y =na0r" 十 (人 一 Daazr + 2a 2 + an 1. 


<e. 函数 的 可 微 性 和 连续 性 


可 微 性 是 比 连续 性 更 强 的 条 件 ， 知 道 这 一 点 是 有 益 的 . 
如 果 一 个 函数 是 可 袜 的 , 则 它 必 定 是 连续 的 - 
因为 ， 旭 林 当 二 站 向 于 夫 时 ， 避 商 “了 人 二 入 = 向 
于 确定 的 极限 ， 则 这 个 分 数 的 分 子 ， 即 Ar 十 下 一 rt 必定 间 
一 起 趋向 于 零 0); 这 正 表明 函数 f(z) 在 点 > 是 连续 的 、 因 此 ， 对 
D ry ig fot) fea = | LO HE | Cm y= Fo). 
D=D, 
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于 能 够 证 明 是 可 微 的 那些 咕 数 (也 是 我 们 将 遇 到 的 大 多 数 函数 ) 来 
说 ， 道 过 烦琐 的 运算 分 别 证 明 其 连续 性 是 没有 必要 的 . 

号 数 的 问 断 性 一 仇 角 

然而 ， 逆 命题 则 不 成 立 ， 也 就 是 说 ， 并 不 是 每 -- 个 连续 函数 在 
每 一 点 上 都 有 导数， 西数 f(z) = |zh 即 当 > < 0 时 f(z) 一 一 zx, 当 
z 二 0 时 f(z) = ,就 是 一 个 最 简单 的 反例 ， 其 曲线 如 图 2.24 所 
示 . 在 点 x = 0 这 个 函数 是 连续 的 ， 但 是 没有 导数 .。 因为 差 商 


JE 二 遇 7) ， 汉 通过 正人 趋向 于 零 时 ， 其 概 限 等 于 当 玫 


通过 负 值 趋向 于 零 时 ， 其 极限 等 于 一 1; 所 以 如 果 我 们 对 h 的 符号 
不 加 限制 ， 则 极限 不 存在 ， 我 们 说 ， 这 个 函数 在 点 = = 0, 右 导数 


和 左 导 数 是 不 同 的 ， 这 里 右 导 数 和 左 导数 分 别 指 的 是 当 hh 只 是 通 
(z+h) ~ f(r) 
h 


过 正 值 趋向 于 零 和 只 是 通过 负 值 趋向 于 零 时 于 的 极 
限 值 ， 因 此 ， 汗 义 在 一 个 区 间 上 上 的 肖 数 在 菜 个 点 上 的 可 微 性 ， 不 仅 
要 求 右 导数 和 左 导数 都 存在 ， 还 要 求 二 者 必须 相等 ， 在 几何 上 ， 这 
两 个 导数 不 相等 意味 着 曲线 具有 阳 角 . 


> 


fx) = —A fT) ex 


0 
图 2.24 f(z) = |z| 
无 穷 大 间断 性 
作为 连续 击 数 在 一 点 上 是 不 可 微 的 进一步 的 例子 ， 我 们 考虑 
导数 在 该 点 上 变 为 无 穷 大 的 倩 形 ， 即 右 导 数 和 左 导 数 都 不 存在 ， 当 
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一 0 时差 商 了 2 土生 二 K 人 2 无 限 增 大 的 情形 ， 让 我 们 考虑 函数 
y= ja = 关 一 4, 它 在 一 切 = 值 上 有 定义 并 且 是 连续 的 ， 对 
于 非 稚 的 = 值 ， 其 导 孝 由 公式 y = 了 2- 许 给 出 (第 184 页 ). 在 点 
2 = 0 可 以 推 得 了 @ 士 及 二 fc) - 和 -二 我 们 立即 可 以 看 出 ， 当 
-= 0 时 ， 这 个 表达 式 没有 极限 信 ， 相 反 ， 它 趋向 于 无 穷 大 这 种 
情况 常常 简 咯 地 角 术 为 ， 在 该 点 ， 范 数 具有 无 穷 导数 ， 或 导 孝 为 无 
穷 大 然而， 正如 我 们 会 想到 的 ， 这 只 不 过 是 说 ， 当 趋向 于 零 时 
差 商 无 限 增 大 ， 而 在 我 们 所 给 的 导数 定义 的 意义 下 导数 实际 上 是 
不 存在 的 ， 无穷 导 数 的 几何 意义 是 ， 则 线 的 切线 是 秋 直 的 ( 见 图 
2.25). 


yxy 


图 2.25 


yy 


图 2.26 
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又 如 函数 y= f(z = Vz 当 z>0 时 有 定义 并 且 是 连续 的 , 但 
在 点 = 0 也 是 不 可 微 的 。 因 为 对 于 负 的 x 值 y 没有 定义 ， 所 以 


在 这 时 我 们 只 考虑 右 导数 等 式 古人 一方 说 明 右 导数 


是 无 窃 大 ， 消 数 的 曲线 在 原点 处 与 y 轴 相 贴 (图 2.26)- 

最 后 ， 在 函数 y = Yr? = zx 一 例 中 ， 出 现 这 样 的 请 况 ， 在 点 
xz = 0 碳 导 数 是 正 的 无 穷 大 ， 而 左 导数 是 负 的 无 穷 大 ， 这 白 下 列 关 
系 式 便 可 推 知 : 


fm -fl0) 1 
加 法 

事实 上 ， 连 续 曲线 ? = xz 了, 即 所 谓 半 立 方 抛物 线 或 尼 尔 (Neib 掀 
物 线 ， 硅 诛 点 处 是 一 个 尖 点 , 其 切线 垂直 于 x 轴 (图 2.27). 

了 

Y= 
让 zx 
图 2.27 


f. 高 阶 导数 及 其 意义 


导 函 数 广 () 的 图 形 ， 称 为 f(z) 的 图 形 的 导 曲 线 . 钢 如 ， 抛 
物 线 y = 7? 的 导 曲 线 是 一 条 直线 ， 由 函数 y = 2z 来 表示 ， 正 豆 曲 
线 y = sinz 的 导 曲 线 是 余 弦 曲 线 Y= cosz; 类 似 地 , 曲线 y= cosz 
的 导 曲 线 则 是 曲线 y = - sinz， (这 些 三 角 函 数 曲 线 ， 通 过 沿 > 轴 
方向 的 平移 可 由 这 一 条 得 到 另 一 条 ， 如 图 2.28 所 示 . } 

我 们 很 自然 地 会 想到 ,还 可 作出 导 曲 线 的 导 曲 线 ， 也 就 是 说 ， 
求 出 函数 f(x) = ytx) 的 导数 ， 这 个 导数 即 
f(r +h)— Fz) 
OQ 


Ws 
Po = lm 
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， 图 2.28 sinz 和 cossw 的 导出 曲线 
如 果 它 存在 ， 如 称 为 函数 f(z) 的 二 阶 导 数 , 我 们 记 作 f(z 

类 似 地 ， 我 们 可 以 试图 求 出 1"(z) 的 导数 ， 即 所 谓 三 阶 导 数 ， 
并 记 作 f(z). 对 于 我 们 所 考虑 的 大 量 函 数 来 说 ， 可 将 微分 过 程 重 
复 任意 多 次 而 不 会 遇 到 任何 障 得, 这样 便 定义 了 7 阶 导数 FD). 
有 时 将 函数 f(x) 本 身 称 为 0 阶 导数 ， 也 是 很 方便 的 . 

如 前 所 述 , 如 果 把 自 变 量 解 释 为 时 间 二 点 的 运动 由 函数 /6 来 
表示 ， 风 二 阶 导数 的 物理 意义 是 速度 f(t) 对 于 时 间 的 变化 率 , 或 
通常 所 说 的 加 速度 - 例如 ,在 自由 落体 的 运动 中 ， 在 时 间 + 内 经 过 
的 距离 由 函数 y = 7 四 给 出 . 我 们 求 出 在 时 刻 上 的 速度 产 ( = 2at. 
这 时 ， 加 速度 具有 常 值 产 的 = 2a (这 个 值 通常 和 重力 加 速度 9 是 
一 样 的 ). 以 后 (第 265 页 ) 我 们 将 要 详细 地 讨论 二 阶 导数 的 几何 总 
义 我 们 在 这 里 只 指出 下 述 事实 , 在 产 (x) 为 正 的 点 FE，f"(z)} 随 z 


四 也 使 用 二 阶 、 三 阶 、-- 、 nm 阶 微分 系数 这 些 术语 ， 或 使 用 D2?f，…,D"f 了 这 
种 表示 法 -( 见 第 179 页 脚注 )- 
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增加 而 增加 ; 如 果 f'(z) 为 正 ， 则 当 增加 时 曲线 f(z) 陡 度 增加 . 
反之 ， 人 在 f"(z) 为 负 的 点 上 ， f'(x) 随 = 增加 而 减少 ， 如 果 f(x) 
为 正 ， 则 当 zx 增加 时 曲线 陡 度 减 小 . 

最 后 ， 我 们 注意 到 ， 高 阶 导 数 也 可 以 用 来 定义 函数 .例如 ,我 
们 能 够 通过 含有 郑 数 及 其 二 阶 导数 的 所 谓 微分 方程 来 表征 三 角 归 


a dsi 
数 . 由 公式 Te = —sinz, 2 = cosz, 再 次 微分 , 我 们 立即 
得 到 
a d? 
《Cos 了 一 — Cos Z, sinz = — sinz. 


dz? dr? 
此 ， 如 果 用 符号 u 代 杰 函数 sinz 种 cosz 中 的 任何 一 个 ， 我 们 
则 有 关系 式 (微分 方程 ) 


UW 一 一 全 


任何 线性 弓 合 4 = acosz+bsinz, 其 中 系数 ob 为 常数 ， 显 然 也 满 
足 这 个 方程 . 在 第 348 页 上 我 们 将 会 看 到 ， 这 种 具有 任意 常数 a 和 
5 的 线性 组 合 ， 是 满足 迪 = 一 & 的 唯一 的 函数 刀 

在 涉及 到 振动 和 波动 现象 (例如 弹簧 运 动 和 水 平 波 的 运动 ) 的 
各 种 应 用 之 中 ， 对 于 具有 物理 意义 的 变量 以 自 变量 通常 是 时 间 ) 
我 们 由 物 埋 规 律 常常 直接 得 到 w” = 一 wu 这 种 类 型 的 微分 方程. 
此 ， 认 识 到 能 够 通过 三 角 函 数 简单 地 来 表示 ， 这 一 点 是 很 重要 的 
( 见 第 九 章 )， 


g&' 导数 积 差 商 ， 菜 布 尼 兹 表示 法 


在 菜 布 尼 兹 的 表示 法 中 , 微分 法 的 求 极限 过 程 在 符号 上 是 这 样 
来 表示 的 ， 即 用 符号 4 代替 符号 A, 而 在 导数 的 定义 中 引入 下 列 
莱 布 尼 花 符号 


如 果 我 们 希望 对 于 微分 的 意义 得 到 清楚 的 理解 ， 则 必须 注意 原来 曾 
把 导数 想象 为 实际 上 是 两 个 “无 穷 地 小 ” 的 “ 量 "dy 和 dz 之 商 的 这 
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种 泌 见 ， 关 商 全 只 是 对 于 不 等 于 鹤 的 差 Az 才 有 意义 ， 当 建立 
了 这 个 真正 的 差 商 以 后 , 我 们 必须 通过 变换 或 其 他 在 求 极限 时 也 
能 如 多 用 夫 除 的 方法 来 实现 这 一 极限 过 程 . 下面 这 样 的 设想 是 讲 不 
通 的 : 首先 Az 和 Ay 经 历 了 有 点 像 求 极限 的 过 程 而 达到 一 个 无 
穷 地 小 但 还 不 等 于 零 的 信 , 于 是 As 和 Ay 便 可 用 “无穷 地 小 的 最" 
或 "无穷 小 “ds 和 曙 来 代替 ， 然 后 构成 这 些 量 的 商 ， 这 种 导数 概 
念 同 数学 的 明确 性 是 不 相符 的 ， 事 实 上 ， 这 种 概念 是 完全 没有 意义 
的 ， 对 于 许多 人 来 说 ， 由 于 这 种 概念 总 是 同 “ 无 穷 * 这 个 词 相 联系 
而 无 恬 是 具有 某 种 神秘 感 党 的 ; 在 微分 学 的 早期， 甚至 菜 布 尼 兹 本 
人 也 会 把 这 种 售 糊 神秘 的 概念 则 极 限 过 程 的 明确 透彻 的 处 理 混合 
在 一 起 . 但 是 现在 ,无穷 地 小 的 量 的 神秘 主义 在 微 积分 中 已 没有 地 
位 了 . 

然而 莱 布 尼 效 的 表示 法 本 身 不 仅 具有 局 发 性 , 而 且 实 际 上 也 是 
极其 灵活 和 有 用 的 ， 其 原因 是 ， 在 许多 计算 和 形式 的 变换 中 ， 我 们 
可 以 把 符号 dy 和 dz 完全 当 作 普通 的 数 来 处 理 . 在 把 dz 和 dy 
当 作 数 来 处理 时 ， 我 们 就 能 更 简洁 地 表示 许多 运算 (不 这 样 做 ， 这 
些 远 算 也 是 明显 地 可 以 实现 的 ) 在 以 后 几 章 中 ， 我 们 将 会 看 到 这 个 
事实 一 再 被 证 实 , 并 且 将 发 现 自由 地 反复 应 用 这 个 事实 是 完全 有 数 
的 ， 只 要 我 们 不 名 略 记号 向 和 d 的 符号 性 

* 对 于 二 阶 导数 和 高 阶 导数 ， 莱 布 尼 落 也 发 明了 具有 启发 性 的 
表示 法 ， 他 把 二 阶 导数 看 作为 下 述 “一 阶 关 南 * 的 极限 ， 除 了 变量 
= 以外， 我 们 考虑 ma 一 z+ 和 za = 十 3 这 时 ， 我 们 取 二 阶 关 
商 -一 一 阶 差 商 的 一 阶 关 商 (全 为 一 阶 基 商 ), 即 表达 式 


1 一 一 1 
(2 = -+ 


其 中 4 = F(z) = Fe 和 w= f(52). 记 kh = Az pth = 
Ayi,Y -xy = Ay, 我 们 便 可 适当 地 将 后 面 一 个 括号 中 的 表达 式 称 
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为 y 的 差分 之 差分 ,或 y 的 二 阶 差 分 ,并 用 符号 记 为 


W219= A -Ay = 9 = Ay. 


因此 在 这 种 符号 表示 法 中 ， 一 阶 震 商 写 成 人， 其 中 分 本 真正 


是 Az 的 平方 ,而 分 子 中 的 上 标 “2 表示 把 该 取 差 的 过 程 再 重复 
次 ， 于 是 二 阶 导数 表示 为 


产 (加 ) = 


A2 

A 
,TA 
这 种 差 商 的 符号 体系 ， 使 得 莱 布 宪 兹 对 于 二 阶 导数 以 及 高 阶 导 
数 采 用 下 列表 示 法 : 


六 


我 们 将 会 发 现 这 种 表示 法 位 经 受 住 了 实用 的 检验 3 
也 微分 中 值 定理 


差 商机 涉及 到 不 同 的 > 值 上 的 桓 数值， 而 在 某 一 点 的 导数 并 
不 反映 其 他 任 一 点 上 的 通 数 的 狂 态 ， 差 商 反映 函 数 在 “大 范围 ”的 
性 质 ， 而 和 导数 反映 局 部 的 性 质 或 “小 范围 " 的 性 质 ， 我 们 常常 需要 
处 函数 的 导数 所 给 册 的 局 部 性 质 ， 推 出 其 整体 的 或 “大 范围 的 ”性 
质 . 为 此 ， 我 们 利 甩 差 商 和 导数 之 同 的 基本 关系 式 ， 即 通常 所 说 的 
“微分 中 值 定理 ”. 

这 个 中 值 定 理 在 直观 上 是 不 难 理 解 的 ， 我 们 作 函 数 ftz) 的 差 
商 


fe) ~ les) Ar 


Zz] — Za 从 


了 这 里 AAA 一 A? 只 不 过 是 对 于 “差分 之 差分 ”或 ““ 防 差 分 ”采用 的 一 个 符号 . 

2) 我 们 必须 强调 指出 ， 二 阶 导数 可 以 表示 为 二 防老 商 的 礁 限 这 个 命 感 是 需要 证 明 
藤 。 我 们 在 前 面 定义 二 阶 导数 晓 用 的 不 是 这 种 方法 ， 而 是 把 它 作为 一 阶 导数 的 一 阶 差 珊 
的 极限 来 定义 的 、 如 果 二 脐 导 数 是 连 继 的 ， 则 这 两 个 定义 是 等 价 的 ， 旭 是 ， 其 证 肝 将 在 
后 简 给 出 ( 见 第 五 章 附录 IL[), 因为 我 们 并 不 特别 需要 这 个 结论 . 


Py dy 
3)] 这 是 一 种 习惯 的 表示 法 ， 如 果 加 上 括 导 写成 y' 一 ee = TE 会 更 
清楚 一 些 ， 但 是 通 带 并 不 这 样 做 - 
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并 且 假 设 此 函数 的 导数 在 闭 区 间 zl: < x < z2 上 处 处 存在 ,而 使 得 
其 曲线 图 形 处 处 具有 切线 .这 个 差 商 是 割 线 五 叫 的 颁 斜 角 a 的 正 
切 ， 如 图 2.29 所 示 ， 我 们 想象 把 这 一 条 割 线 作 与 其 本 身 平行 的 赵 


图 2.29 


动 ， 那 么 它 至 少 有 一 次 会 达到 这 样 的 位 置 ， 即 在 曲线 与 割 线 号 已 
的 距离 最 远 的 那 一 点 P(e = £) 上 ， 成 为 曲线 的 切线 ， 也 就 是 说 , 
在 这 个 区 间 上 存在 中 间 值 €, 使 得 
fr) — Fe) 
1 一 2 
这 个 命题 称 为 微分 中 值 定理 D. 如果 我 们 注意 到 数 可 以 写成 下 
列 形式 : 


一 了 (人 


€=%1 +0(p2 — zi), 


其 中 6 是 处 于 0 与 1 之 疗 的 某 个 值 ， 则 上 述 定 理 的 表达 形式 可 以 
贴 有 改变 、 虽然 一 般 说 来 9 {或 如 不 能 更 精确 地 确定 ， 但 是 这 个 定 
理 在 应 用 中 是 极为 有 效 的 


1) 原 书 称 为 平均 信 (Mean Value) 定理 并 加 注 可 出 可 合适 的 名 称 共 中 国信 定理 
为 与 习惯 一 致 、 译 本 一 律 采用 中 信和 定理 这 一 和 名称、 一 一 
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例如 , 我 代 来 考虑 这 种 博 况 ，z 代表 时 间 ，y = f(z) 是 汽车 从 
起 点 沿 某 一 条 公路 经 过 的 虐 离 ， 这 时 ， 产 fz) 是 汽车 在 时 刻 z 的 速 
度 . 辟 如 说 ， 如 果 在 前 两 小 时 (Ax = 2) 司机 行驶 了 距离 Af = 120 
英里 (1 英里 = 1.60934 km), 那么 由 中 值 定理 我 们 便 可 断定 ， 在 
这 两 小 时 中 至 少 有 一 瞬间 总 机 驾驶 的 速度 正好 是 每 小 时 60 英里 - 
例如 ， 不 能 要 求 司机 在 这 两 小 时 中 坡 驶 速度 总 是 小 于 每 小 时 50 英 
里 . 另 -: 方 别 ， 我 们 共 不 能 明确 指出 速度 正好 达到 每 小 时 60 英里 
的 那个 时 刻 $5 它 可 能 是 第 一 个 个 时 中 的 某 一 时 刻 ， 也 可 能 是 第 二 
个 小 时 中 的 某 -- 时 刻 ， 也 可 能 存在 好 几 个 这 样 的 时 刻 . 

中 值 定 吾 的 精 柄 毅 述 如 下 : 

如 时 fle) 车 了 区 风 < 。< za 上 是 兴 结 的 ,在 开 区 
则 ma < < 有 名- 训 让 的, 草鞋 少 企 厅 > 个 全 9 
0<8<1， 使 得 


Flz2) 一 Fe 
Za 一 01 
如 果 用 r 代替 zj, 用 z 十 h 代替 ra, 我 们 还 可 将 中 值 定理 用 下 
列 公 式 来 表示 
fr +h) — fz) 
2 
虽然 f(z) 在 区 间 的 所 有 点 上 、 包 括 在 端点 上 ， 都 必须 是 连续 
的 ， 但 是 我 们 并 不 需要 假设 在 区 间 的 端点 导数 存在 . 
如 果 在 区 阅 内 部 的 一 个 点 上 导数 不 存在 , 则 中 值 定理 不 一 定 成 
立 ， 这 从 f{z) = |z| 一 例 中 便 不 难看 出 . 
i, 定理 的 证 明 
为 了 证 明 中 值 定理 ， 通 常 是 把 它 简化 为 一 种 特殊 的 情况 ,我们 
首先 来 讨论 这 种 特殊 的 情况 : 
罗 尔 [Rolle) 定理 . 如 果 函 数 Plz) 在 闭 区 间 T1 SPTEL2 上 上 是 
连续 的 , 而 在 开 区 河 21 < > < zs 上 是 可 微 的 , 并且 wp(zw) = 0 和 


= fe 二 Bra 一 az 


= =f(r+8h, rz<é<zrth. 
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P(x2) 一 0, 则 在 区 则 内 间 至 少 存在 
0. 

几何 解释 .这 个 定理 意味 着 如果 在 区 间 的 两 个 端点 上 曲线 交 
于 = 轴 ， 则 它 必 定 在 某 个 中 间 点 上 具有 水 平移 切线 {图 2.30). 


$x} 
本 


实际 上 ， 因 为 p(z) 在 闭 区 间 [z1, za] 上 是 连续 的 ， 所 以 在 这 个 
区 同上 存在 wiz) 的 最 大 值 M 和 最 小 值 m ( 见 第 112 页 ). 又 因为 
在 区 间 的 两 个 端点 p 等 子 零 ， 所 以 我 们 必定 有 mm < 0 < 对. 如 果 
最 大 值 和 最 小 值 相 等 ， 则 必定 有 m = 2M 一 而 在 区 间 的 所 有 点 上 
9(z) = 0; 这 时 ， 在 区 辣 内 有 只 (zj = 0, 即 对 于 区 间 内 的 每 一 个 点 
全 ol 人 = 因此， 我们 只 须 考虑 m 和 对 不 全 等 于 零 的 情况 ， 特 
别 是 ， 如 果 开 不 等 于 零 , 则 34 必定 大 于 零 ,由 连续 性 我 们 知道 ， 
在 区 间 [zx1,z2] 上 存在 点 ,使 得 9(6] = M. 但 因为 p(z) 在 区 间 的 
端点 等 于 零 ， 所 拟 《 必须 是 一 个 内 点 ， 而 且 ， 对 于 Pa, zz] 上 的 一 
切 x, 有 yp(z) < yl) = 14. 因此， 对 于 其 绝对 值 充分 小 的 久 不 等 
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式 ef 十 站 一 2(5)<0 成 立 这 意味 着 差 商 
2 人 一 月 一 PS 
h 

当 疡 > 0 时 为 负 或 为 零 ， 而 当 有 < 0 时 为 正 或 为 零 ， 如 果 令 久 通 
过 正 值 趋向 于 零 ， 我 们 则 得 到 xp'(&) < 0, 如 果 令 六 通过 负 值 趋向 于 
零 ， 则 得 到 p(t) > 0. 因此 ，w'() = 0 这样， 企 作 0 的 情况 下 
我 们 证 明了 罗 尔 定理 ， 当 tm 了 0 时， 也 可 同样 地 进行 论证 . 

现在 来 证 明 中 值 定理， 我 们 将 罗 尔 定理 应 用 于 两 数 
flr2) — fir1) 
1), 


Ee 


Pz) = Flr) 一 大 ri) 一 


这 个 明 数 表示 曲线 上 的 点 (zf(2)) 同 曲 线 的 市 线 之 后 的 些 吉 
方向 的 距离 ， 它 显然 满足 条 件 ptzi) = ea) = 0, 基 目 是 形式 为 
po = 7 + oz + 的 函数 ， 其 中 系数 a= 一 上 于 一人 2 和， 
部 是 常数 ， 由 第 187 页 我 们 知道 

wn = Pe) te 
于 是 根据 多 尔 定理 ， 必 定 存 在 中 间 值 使得 


0= PO) = FO) + 


因此 ， 


PE = -a= f(z2) — Flr}. 


2 二 
于 是 中 信 定 乔 得 证 
中 信和 定理 的 意义 
我 们 曾经 把 函数 的 导数 定义 为 某 个 区 间 上 的 差 商 当 区 间 的 端 
点 相互 趋 近 时 的 极限 . 中 值 定理 建立 了 可 微 函 数 的 差 商 同 导数 之 间 
二 这 个 画 数 的 什 问 寺 线 上 的 点 (z, f(s); 到 出 线 的 制 线 之 太 的 隆 亢 成 正比 这 个 绪 
论 淡 者 白 已 不 玲 正 妆 ， 全 如 利 月 初等 解析 几何 中 的 一 个 事实 ， 表达 式 A @- 


mz 一 本 表示 点 (2,%) 与 方程 为 上 一 rmx 一 48 二 0 的 直线 之 训 的 【党 有 正 负 号 的 ) 距 
离 . 因 此 我 们 发 现 ， 革 与 钙 线 距 郊 最近 的 阳线 的 点 二 、 其 切线 的 确 平行 于 宣 线 . 
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的 联系 ， 这 里 并 不 要 求 收缩 为 一 点 .每 一 个 差 商都 等 于 -个 适当 的 
中 间 点 € 处 的 导数 . 

他 同 在 积分 学 中 什 定 理 中 完全 一 梯 ， 这 里 除了 《 位 于 区 
内 部 这 个 事实 以 外 ,对 于 & 的 位 置 也 并 未 作出 任何 明确 的 断言 , 例 
如 ， 对 于 二 次 函数 y = f(z) = cz, 其 导数 为 PPz) = 25, 我 们 得 到 

f(z2) — f(z1) 
T2— Tl 

其 中 = (en 二 za) 是 区 间 fzu zol 的 中 点 ， 然 而 ， 一 般 说 来 ， 根 
据 不 同 的 情况 ，《 可 以 取 为 4 和 zs 之 间 的 任何 其 他 什 ， 例如 ， 
如 果 fo) = zz, 我们 则 有 了 二 0) - 1 pe) = 362, 其 中 
6= - 挟 . 


=Z1+72 = f(é), 


Mn 作为 微分 学 中 值 定理 的 许多 应 用 之 一 ,我 们 来 证 明 
如 果 f(z) 的 导数 不 变 号 ， 则 f 是 单调 函数 ， 具 体 地 说 ， 假 设 f(z) 
在 闭 区 间 [e, 明 上 是 连续 的 ， 而 在 开 区 间 (a,) 中 的 每 一 点 上 是 可 
六 的 ， 冯 时 ,和 时 To 办 让 的 = 有 79) > 则 数 /人 和 
六 人， 和 时 Pa) < 0 几时 泊 基 光 , 其 
明 是 根 明 显 的 ， 设 =: 和 rz 是 闭 区间 [a, 外 上 的 任何 两 个 值 。、 于 是 
在 r: 和 z2 之 间 ， 当 然 也 是 在 a 和 6 之 间 ， 存 在 ,使 得 . 
Fz2) — fz1) = f(E) (2 — 21). 

如 果 在 (@,8) 内 处 处 有 疡 (z) > 0, 则 特别 有 疡 (&) > 0. 因此 ， 当 
zz2 > zl 时 f(z2) - f(z1) 为 正 ， 也 就 是 说 ， f(z) 是 单调 增加 的 . 
类 似 地 ， 如 果 在 (a,8) 内 P(z) < 0 则 f 是 单调 减少 的 . 

我 们 可 用 同样 的 方法 来 证 明 : 在 闭 区 间 . [| 上 连续 而 在 开 
区 人 (认可 和 二 J(o) 和 四 全 外 CD) = 
则 必定 是 常数 . 因为 ， 这 时 
f(z2) -fc = f(é)(s2 — £1) = 0. 
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这 个 重要 的 命题 对 应 着 直观 上 十 分 明显 的 事实 ， 即 如 果 曲 线 每 -点 
上 的 切线 都 平行 于 + 辆 ， 则 该 遇 线 必 宕 是 平行 于 z 轴 的 直线 . 

可 微 画 数 的 利 普 希 区 连续 性 . 我 们 在 前 面 已 经 讲 过 ， 具 有 时 
数 的 画 数 Fiz) 必定 是 连续 的 ， 现 在 微分 学 中 值 定理 则 提供 了 一 个 
更 为 精确 的 定量 描述 ， 即 连续 模 . 我 们 考虑 函数 f(z), 它 定义 在 财 
区 间 [a.9] 上 ， 并 且 在 这 个 区 间 的 每 一 个 点 上 都 具有 导数 Piz). 候 
设 Fe? 在 这 个 区 间 上 是 有 界 的 ( 吉 果 fz) 在 闭 区 同 a 如上 有 定 
义 并 且 是 连续 的 ，、 则 必然 如 此 ) 于 是 存在 数 对 , 使 得 |f'(z) < 对 . 
对 于 (a, 如 内 的 任何 两 个 值 #1, zs, 我 们 由 中 值 定理 推 知 


Ht) ~ fe = ft 一 es Ml = ml. 
于 是 ， 对 二 给 定 的 。 > 0, 我 们 有 一 个 简单 的 连续 模 6 二 -地 使 得 
fle) — fe) < e, 当 lm 一 al<5 时 ， 
例如 ， 在 区 间 -a < = < +a 上 考虑 函数 f(z) = v7. 因为 


(zi = I25| < 20, 
我 们 看 出 ， 这 里 


lza) — Hz) se 当 rs 一 和 | < 


局 
S| 


我 们 已 经 说 过 , 如 果 存在 常数 对 , 对 于 所 讨论 的 区 间 上 的 一 切 z1, za， 
使 得 


\flz2) -Fl < Mlz2 — 21l, 
RR 人 “二 和 和光 攻 浊 “和 和 和 人 
二 
Fz) ~ Flr) 
£2 — 1 
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的 绝对 值 ， 具 有 同样 的 上 界 对 ， 我 们 看 出 ， 任 一个 函数 了 2), 如 
果 在 财 区 间 上 具有 连续 的 导 教 7 则 是 利 普 希 区 连续 的 ， 但 是 ， 妈 
使 并 不 是 在 每 一 点 上 者 具有 导数 的 函数 ， 也 可 能 是 利 普 希 区 连续 
的 ， 例 如 天 z) = lol 读者 可 以 自己 证 明 ， 对 于 这 个 函数 ， 总 有 
Ho- fleDl < es — mil. 

另 一 方面 并 不 是 每 一 个 连续 画 数 者 是 利 普 荐 区 连续 的 . 这 
点 由 f() = z+ 一例 便 可 证 明 ;这 时 

{9 -10 a8 

当 = 很 小 时 是 无 界 的 ， 因 此 ， f(z) 在 = = 0 处 不 是 利 普 希 英 连 续 
的 ， 这 同 下 述 事实 是 一 臻 的， 导数 f(s) = 了 -至 当 = 趋向 于 共 
时 是 无 界 的 ， 利 普 希 英 连 续 的 孙 雪 ， 构 成 了 介 于 只 是 连续 的 函数 与 
具有 连续 导数 的 函数 之 间 的 重要 的 一 类 函数 


于 函数 的 线性 近似 ， 数 分 的 定义 
定义 。 我 们 曾 将 3 = 了 (z) 的 导数 定义 为 


_ 1 FE+tA -fr) Ay 
7(2) = h = dn, ar 


其 中 Az = h. 如 果 对 于 固定 的 = 和 变量 h, 我 们 定义 量 e: 
oD- 从 境 = 各- 四 = 总 -fo 
则 f'(z) 是 了 在 点 z 处 的 导数 这 一 事实 相当 于 等 式 
bm elh) =0. 


量 Ay = (z+ 有 一 f(z) 表示 当 自 变量 z 之 值 改变 Az = 疡 时 所 引 
起 的 因 变 量 y 之 值 的 改变 量 或 增 量 . 因为 
Ay = f'(T)Ar + Az, 
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所 以 量 Ay 是 作为 两 部 分 之 和 出 现 的 ， 即 与 Az 成 正比 的 一 部 分 
7Go)Az 以 及 另 一 部 分 sAz, 且 只 要 让 Az 本 身 充分 小 便 可 使 得 后 
部 分 与 Az 相 比 为 任意 小 我们 将 Ay 的 表达 式 中 起 主要 作用 的 
线性 部 分 称 为 5 的 微分 , 并 记 作 


dy = df (2) = Flz)Az. 


对 于 任何 可 微 函 数 f 和 固定 的 xz, 这 个 微分 是 = Az 的 一 个 
完全 确定 的 线性 阴 数 . 例如 , 对 于 函数 y = z?, 我们 有 dy = d(z?) = 
2zAz = 2zh. 对 于 特殊 的 函数 y = zx, 其 导数 为 常数 值 1, 这 时 我 们 
有 dz = Ar. 因此 ， 当 = 为 自 变 量 时 ， 将 Azx 写成 dx, 这 同 我 们 的 
定义 是 一 致 的 ， 所 以 ， 任 何 函 数 y = f(z) 的 微分 也 可 写成 


dy = (2) = told 
因 变 量 的 增 量 
Ay= f(z)dz + edr = dy+edr 


与 微分 dy 相差 量 sdz, 一 般 说 来 ， 这 个 量 不 为 零 . 例如， 对 于 函数 
=z2, 我 们 有 dy = 2zdz, 而 


= (+dr) — 2? = 2rdr + (dr)? = 2rdz 十 cdz， 


其 中 < = dzx. 

从 前 我 们 使 用 符号 型 来 表示 商 全 当 A 趋向 于 鹤 时 的 极 
展 ， 这 纯粹 二 在 符号 上 的 一 种 规定 本 在 我 人 对 也 和 和 的 
定义 ， 导 数 型 确实 可 以 看 作为 和 9 和 dr 的 普通 的 商 ， 然 而 ， 这 
里 徊 和 各 在 钙 何 意义 下 都 不 是 “无 穷 地 小 的 量 " 或 元 穷 小 ; 这 
样 来 解释 是 没有 意义 的 ， 相 反 ， dy 和 dz 是 := Az 的 完全 确定 
的 线性 咀 数 ， 对 于 大 的 A 值 ， 这 些 本 数 可 以 取 大 的 数值 。 dy 和 
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后 的 商 和 和 导数 六 iz) 具有 相同 的 值 ， 这 并 没有 什么 值得 奇怪 
的 弛 方 ;这 不 过 是 反复 说 明 我 们 把 邮 定义 为 J'(z)dz). 
将 了 的 增 量 和 微分 之 同 的 关系 改写 为 下 列 形 式 


fz Fh) = fle) + hf (2) + eh, 


还 可 着 出 ， 当 我 们 把 表达 式 f(x + 看 作为 的 函数 时 , 它 可 用 线 
性 函数 7(z) 十 hF'{z) 来 表示 , 而 当天 充分 小 时 , 两 者 的 误差 6 五 同 记 
相 比 为 任意 小 . 这 种 用 线性 函数 fz) +hF(z) 来 近似 表示 f(z 十 阳 ， 
在 儿 何 上 意味 着 ， 我 们 是 用 曲线 在 点 * 处 的 切线 来 近似 代替 曲线 
( 见 图 2.31). 


了 了 


图 2.31 增 量 Ay 和 微分 中 


线 注 近似 

由 微分 学 中 信和 定理 ， 我 们 可 以 得 到 函数 f(z) 同 表示 其 切线 的 
线性 函数 之 同 的 “误差 ”( 即 偏差 ) 大 小 的 更 精确 的 估计 ， 对 于 = 各 

1) 类似 地 ， 可 将 高 阶 微分 定义 为 dy 二 f(a)h2 一 天 (zj(azj2 ay = 
了 ”人 zjfdz)3, 等 等 ， 这 同 高 阶 导数 的 莱 布 尼 兹 表示 法 是 一 致 的 ， 
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z 十 上 之 同 的 适当 的 &. 我 们 有 
fiz+ 加 一 F(z) = h(E). 
村 是 
:= 一/ 的 -7 
正 像 通 常 在 赤 用 中 那样， 如 果 玉 数 /'(z) 本 身 具有 导数 f"(z), 那么 
再 次 应 用 中 值 定理 ， 我 们 得 到 
EGA 
其 中 9 是 在 和 过 之 间 ， 因 而 也 是 在 > 和 十 刀 之 间 的 一 个 中 间 
值 ， 由 此 推出 
四 = 人 aol= East 
其 中 M 是 了 的 一 阶 导 数 的 绝对 值 在 区 间 [ez 二 同上 的 任 一 上 罚 . 
因此 ， 庶 量 fts + 信和 线性 函数 (zl - PPfe) 的 例 关 的 k 太 , 它 的 
最 大 值 为 Mh?， 当 充分 小 时 ， 表 达 式 MM 当然 要 比 (x)h 小 
得 多 ， 除 非 Piz) 之 值 为 零 ， 于 是 在 一 个 小 区 间 上 用 线性 函数 这 
样 来 近 亿 征 数 ， 无 论 是 对 于 实际 应 用 还 是 对 于 高等 数学 分 析 ， 都 
共有 极其 重大 的 意义 在 后 耐 的 几 章 中 ， 我 们 还 要 返 同 来 讨论 这 个 
论 古 ， 并 且 同时 给 出 更 好 的 全 值 ch| < 本 MHR2 
择 信 法 
* 当 采 用 数 表 来 求 函 数 f(x) 之 值 时 ， 对 于 处 在 表 中 己 列 出 f 
值 的 那些 自 变数 之 阿 的 z, 其 上 之 了 信 通 常 是 按 绕 性 插值 法 来 确 
定 的 ， 这 种 方法 也 相当 于 在 一 个 区 冶 上 用 线性 本 数 来 代替 函数 人 
不 过 ， 在 这 种 情况 下 ， 线 性 显 数 的 图 形 不 是 由 曲线 了 的 切线 而 是 
由 上 申 线 了 的 制 线 给 出 的 。 辟 如 说 ， 在 两 个 点 和 4 上 : 之 值 已 
知 ， 那 么 对 于 中 筒 的 ,我们 用 下 列表 过 式 来 代替 f(z): 


0) =70 -5-0 


人 


这 个 表达 式 对 于 x 来 说 是 线性 的 , 并 且 在 区 间 的 端点 =a 和 z = 
上 给 出 上 的 精确 值 ( 见 图 2.32} 如 果 再 次 应 用 中 值 定理 。 我 们 可 以 


2.32 ”二 手 插值 法 


估计 出 这 种 近似 方法 的 误差 这里， 首先 得 到 
/= -=f 2 区 -| 


b—a 


F(z} — (2) = 
={7—a) Je 7 {é2)]- 


由 于 名 位 于 a 和 z 之 由， 因而 和 名 一 祥 也 位 于 a 和 之 间 这 
时 ， 再 次 应 用 微分 学 中 值 定理 我 们 得 到 


(一 4 一 他 一 可 天 (if 一 名 )， 


其 中 了 位 于 后 和 包 之 闻 ， 因 而 也 位 于 a 和 6 之 加 因此， 如 果 用 
2M 表示 | 六 | 在 区 间 [oe, 引 上 的 上 界 ， 则 我 们 有 


(fl) ~ pa) < je ~ olléi ~ al” (WD < MI — oa). 


这 样 ， 了 与 其 线性 近似 的 偏差 ， 又 一 次 可 由 区 间 长 度 的 平方 来 类 
计 . 
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作为 … 个 数值 例子 , 我 们 从 肌 统 度 表示 的 三 角 函 数 表 查 出 下 列 
数位 
sin0.75 = .6816, sir0.76 = 0.6889, 
这 里 误差 不 超过 0.00005. 如 果 我 们 想 要 知道 对 于 中 间 的 自 变 量 值 
0.754 的 正弦 茎 数 之 值 ， 那 么 按 线性 插值 法 ， 恒 得 到 


sinf.754 a: 0.6816 + 言 (03889 — 0.6816) ~ 0.6845. 


对 于 基数 fiz) = sinz, 一 阶 导 数 是 了 7(z) = cosz， 二 阶 导数 是 
JY(T) = 一 sr 显然 | 天 人 < 1, 于 是 作为 线性 捅 值 法 的 结果 
还 得 到 的 sin0.754 之 值 ， 其 误差 不 超过 1 x (0.01)2 = 0.9001. 对 于 
这 个 误差 估计 , 我 们 还 必须 加 上 表 内 所 列 的 数值 和 捕 信 运算 中 可 能 
会 有 的 会 入 误差 . 

我 们 可 以 把 虫 线性 揪 包 法 折 得 到 的 这 个 值 , 同 在 点 z = 0.75 处 
用 切线 来 代替 正 落 曲 线 时 所 得 到 的 值 进行 比较 . 从 素 中 三 出 了 (0.75) : 
cos9.75 = 0.7317, 我 们 得 到 

sin0.754 2 (0.75) + fF’'(0.75){0.004} 
= sin0.75 + 0.004c0s 0.75 o 0.6845. 

顷 便 指 出 ， sin 0.754 精确 到 六 位 有 将 数字 的 值 是 0.684560. 
k, 关于 在 自然 科学 中 的 应 用 的 一 点 评述 


当 把 数学 应 用 于 自然 现象 时 , 我 们 所 处 理 的 一 些 数量 决 不 会 是 
绝对 精确 的 量 ， 一 个 长 度 是 否 正好 是 一 米 ， 这 个 问题 不 能 用 任何 
实验 来 判 麻 ， 因 而 基 没 有 物理 意义 的 而且, 我 从 说 一 个 杆 件 的 长 
度 是 有 理 数 或 无 理 数 ， 这 人 包 话 也 没有 直接 的 物理 意义 我们 总 是 能 
用 有 理 数 来 度量 其 长 度 而 达到 任何 所 要 求 的 精确 度 , 而 唯一 存 意 义 
的 问题 是 我 们 能 否 用 分 母 比 较 小 的 有 理 数 来 设法 完成 这 种 度量 . 正 
像 在 “精确 数学 ” 的 严格 意义 下 有 理性 或 无 理性 的 问题 没有 物理 意 
义 一 样 ,在 应 用 中 实现 求 极限 的 过 程 通常 只 不 过 是 数学 的 理想 化 而 
已 . 
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这 种 数学 理想 化 的 实际 (和 重大 的 ) 意义 在 于 这 一 事实 通过 
理想 化 ， 解析 表达 式 实质 上 变 得 非常 简单 而 比较 容易 处 理 . 例如 ， 
瞬时 速度 仅仅 是 -个 确定 的 时 刻 的 酒 数 ， 这 个 观念 比 两 个 不 同时 
刻 之 间 的 平均 速度 的 观念 简单 得 多 ， 使 用 起 来 也 比较 方便 一 些 . 如 
果 没 有 这 种 数学 的 理想 化 , 对 于 自然 现象 的 每 一 项 科学 研究 都 肯定 
会 复杂 得 没 法 处 理 ， 并 且 在 一 开始 就 会 陷于 困境 . 

我 们 不 想 对 数学 与 现实 之 辣 的 关系 进行 哲学 上 的 讨论 . 为 了 更 
好 地 理解 这 一 理论 , 应 当 着 重 强调 的 是 在 应 用 中 我 们 完全 可 以 用 差 
商 来 代替 导数 ， 反 之 亦 热 ， 只 要 二 者 之 差 小 到 能 萝 保证 足够 精确 的 
近似 ， 因 此 , 物理 学 家 . 生物 学 家 ,工程 师 ,以 及 在 实际 工作 中 必须 
同 这些 概 念 打交道 的 任何 其 他 人 ， 完 全 可 以 在 自己 所 要 求 的 精确 度 
的 范围 内 ， 把 差 商 同 导数 等 问 起 来 ， 自 变量 的 增 量 = 安 越 小 , 
用 微分 mr = zz) 来 代替 增 量 Ay = Aiz + 各 - f(z) 便 越 精确 . 
只 要 着 意 于 保持 在 问题 所 要 求 的 精确 度 范围 内 ,那么 他 甚至 可 以 说 
dz 二 和 邮 y= hf'(z) 这 些 量 是 “无穷 小 ， 这些 “物理 上 的 无 穷 
小 " 量具 有 极其 明确 的 含义 ， 这 些 量 是 经 常 变动 的 ， 在 所 进行 的 研 
究 中 取 有 限 的 但 不 等 于 零 的 、 且 远 得 足够 修 的 值 ， 例 如 小 于 波长 的 
著 干 分 之 一 ， 或 小 于 原子 中 两 个 电子 之 间 的 距离 ， 一 般 说 来 ， 比 所 
要 求 的 精确 度 还 要 小 . 


2.9 ”积分 、 原 函数 和 数 积分 基本 定理 


a. 不 定 积分 的 导数 


正如 前 面 已 经 讲 过 的 , 积分 和 微分 之 间 的 联系 乃 是 微 积分 学 的 
基础 . ， 

在 24 节 中 ， 我 们 曾 将 连续 函数 fz) 的 不 定 积分 按 下 列 公式 
定义 为 上 限 变量 的 函数 P(z): 


四 一 三 Tom 
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其 中 是 f 的 定义 域 中 的 任 一 值 ， 现 在 我 们 来 证 明 : 
微 积分 基本 定理 。 (第 一 部 分 ) 连续 函数 flr) 的 定 分 
7 认输 有 时 环 wo) 并 有 


wo = Ai 
也 就 是 说 ,对 和 连续 函数 的 不 定 积分 进行 微分 ,总 是 还 原 成 被 机 函数 ， 
即 
Ef fo) 
微分 运算 和 积分 运算 的 这 种 互 闻 性 质 乃 是 微 积分 的 天 本 性 


质 ， 证 明 则 是 积分 学 中 人 定理 的 一 个 直接 绪论 因为 根据 中 值 定 
理 ， 对 于 f 的 定义 域 中 的 任何 值 > 和 > 十 入 我 们 有 


(e+) ln) = 广 mA 


中 志 是 端点 为 = 和 十 所 的 区 间 上 的 某 -一 个 值 ， 当 玉 趋 向 于 夫 
时 ， 数 值 6 必定 趋向 于 =, 于 是 有 
PE+ -PE) jm fC) = 7 


lim 
hr0 


因为 了 是 连续 的 ， 因 此 ， 正 如 定理 所 讲 的 ， p(x) = f(z). 
应 用 (a) 我 们 可 以 应 用 这 个 基本 定理 求 得 前 面 已 经 介绍 过 的 
那些 函数 的 导数 ， 如 自然 对 数 曾 被 定义 为 不 定 积分 ( 当 2 > 0 时 ) 


了 
vee= | ee 


dlogz 1 


由 此 立即 得 到 


dr El 
(b) 一 般 ， 以 任 一 数 a 为 基底 的 对 数 可 以 天 示 为 下 列 形式 
iogz 
loga 


logoz = 


应 用 常数 与 函数 之 积 的 导数 法 则 ， 我 们 得 到 


-logsz= 一 上 
Pr ~ zloga. 


{c) 当 指数 a 为 整数 或 更 一 般 地 为 有 理 数 时 ， 我 们 曾经 得 到 


de 
ol 
2 一 ao 
dr 


现在 我 们 可 将 这 个 公式 推广 到 任意 的 oq. 为 此 ， 我 们 想到 积分 公式 


5 
1 
Blu 一 十 1 有 + 
/ea 了 区 oftl). 


对 于 任何 正 数 a,6 和 任何 8 关 一 1 我 们 已 证 明 这 个 公式 .在 这 里 ， 

如 果 我 们 将 上 限 b 换 成 变量 z, 并 且 将 等 式 两 端 对 z 微分， 便 可 推 

1 apt apil 
-i 一 @f 1), 当 z > 0 时 . 

利用 求 函数 之 和 的 导数 以 及 求 常数 与 函数 之 积 的 导数 法 则 , 我 们 可 

将 这 个 结果 写 为 下 列 形式 ， 


= dt 
ii 


用 a 代 灼 8+1, 当 6B 关 -1 即 a 关 0 时 ,我们 将 到 公式 


a 
~ 2° = or 1. 


dr 
然而 ， 当 a = 0 时 ， 这 个 公式 当然 也 成 立 ， 因 为 这 时 ze 一 而 党 
数 的 导数 为 夫 
b. 原本 数 及 其 与 积分 的 关系 
微 积分 基本 定理 说 明 ， 函 教 ftz) 的 不 定 积分 p(<) 即 上 限 为 变 
量 = 的 积分 是 下 述 问题 的 解 ， 给 定 f(z), 试 确定 函数 F(z), 使 
得 


F(z) = f(z). 


这 个 问题 要 求 我 们 进行 微分 过 程 的 逆 运 算 这 是 一 个 典型 的 反问 

它 在 许多 数学 领域 中 都 会 出 现 ， 并 且 我 们 已 经 看 到 ， 这 十 导致 
产生 新 概念 的 - -种 卓有成效 的 数学 方法 ， (例如 ， 由 于 要 求 进行 某 
些 基本 算术 运算 的 逆 运 算 , 才 提 出 把 自然 数 的 概念 加 以 初步 扩充 . 
另外 ， 求 已 知 晒 数 的 反 郧 数 ， 便 会 得 到 新 的 类 型 的 蚂 数 , ) 

使 得 F(z) = f(z) 成 立 的 任何 函数 F(z), 都 称 为 f(x) 的 原 沙 
数 ; 这 个 术语 会 使 我 们 想到 函数 f(z) 是 由 函数 F(z) 导出 来 的 . 

这 个 微分 的 道 运算 问题 即 求 原 函 数 的 问题 ， 乍 看 起 来 ， 同 积分 
的 问题 性 质 完全 不 同 ， 但 是 ， 微 积分 基本 冠 理 的 第 一 部 分 断言 : 

本 1) 的 每 个 下 积分 we 都 全 7 区 原委 

但 是 ， 这 个 结论 并 没有 完全 回答 求 原 函 数 的 问题 . 因为 我 们 还 
不 知道 是 否 由 此 就 得 到 了 问题 的 所 有 的 解 . 下 述 定 理 ， 有 时 称 为 
微 积分 基本 定理 的 第 二 = 部 分 ， 回答 了 求 所 有 原 函 数 的 问题 ， 

同一 人数 ft) 风 天 个 原本 要 王 G 和 有人) 之 闪闪 是 
人 


F(z) — Wls) =e. 
国 此 从 企 全 个 了 数 Aleh 只 丁当 光 取 党 雪人 可 以 和 人 
所 有 其 他 的 原 西数 其 形式 为 


F(x)+e. 
丰 才 对 人 个 和 们 可 =F +。 才 和 /09 
的 原本 雪 


显然， 如 果 (x) 本 身 是 原 函 数 , 则 对 于 任何 常数 c, 函数 Flz) 十 
c 都 是 原 函数 ， 因 为 我 们 有 ( 见 第 199 页 ) 


也 ea 十 可 = Fo) + 三 。- 一 已 (z)] = f(z). 


所 以 ， 为 了 完成 上 述 定理 的 证 明 ， 剩 下 的 只 是 要 证 明 丙 个 原 函 数 
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肪 (z) 和 瑟 (z)] 之 差 总 是 常数 ， 为 此 ， 我 们 考虑 差 
(rs) -Bl(z) = G(2). 


显然 ， 
Ge) = 如 (一 瑟 e)= f(z) — f(z) =0. 


然而 ,在 第 189 页 上 我 们 由 徽 分 学 中 值 定 理 已 经 证 明 : 其 导数 在 一 
个 区 河上 处 处 为 零 的 函数 是 常数 因此， G 是 常数 ， 于 是 定理 得 
证 . 

把 上 面 证 明 的 微 积分 基本 定理 的 两 部 分 合并 起 来 , 我 们 便 可 将 
整个 定理 叙述 如 下 ; 

各 人 基本 害 在 个 攻 阳具 人 这 人 和 To) 的 和 
个 本 可 Pe) 者 表示 


R(z) 一 c+oefz) 一 + fl(wdu, 


中 。 和 部 入 党, 友 字 ， 允 了 呈 认 了 的 人 何人 他。 
举人 下- 个 和 并 到 

我 们 可 能 会 想到 ， 常数。 通常 可 以 略 去 ， 因 为 通过 改变 下 限 a， 
我 们 便 可 使 原 函数 改变 一 个 附加 常数 ;也 就 是 说 ， 所 有 的 原 函 数 都 
是 不 定 积 分 ， 但 是 ， 如 果 我 们 略 去 c, 则 往往 不 能 得 到 所 有 的 原 函 
数 ， 例 如 f(z) = 0. 对 于 这 个 函数 ， 不 论 下 限 如 何其 不 定 积分 总 是 
等 于 零 ， 但 是 ， 任 何 常数 都 是 ffz) = 0 的 原 函数 第 二 个 例子 是 函 
数 f(z) = Vz, 这 个 函数 只 是 对 于 非 负 的 z 值 才 有 定义 ， 其 不 定 积 
分 是 


9(z) = 了 一 a, 


了 只 要 a 处 于 f 的 定义 域 之 中 、 
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在 让 量 我 们 有 到 无论 二 村 开 下 限 w, 不 和 分 和 是 可 以 由 3 
加 上 一 个 小 于 下 等 于 零 的 常数 于 a3 而 得 到 ， 但 是 像 衣 数 了 了 
本 也 是 VE 的 奈 玉 数 ， 内 此 在 原 抽 孝 的 般 表 过 式 中 ， 我 们 不 
能 申 去 这 一 任意 办 加 常数 

由 上面 求 得 的 关系 式 使 我 们 想到 将 不 定 积分 的 概念 加 以 扩充 ， 
使 了 包括 所 有 的 厌 卫 数 ， 今 后 我 们 将 把 每 一 个 形 如 c+ pfz) 一 c+ 
run 的 表 法 式 称 为 /的 不 定 积 分 并 且 不 再 区 分 原 呈 数 和 


不 定 积分 . 但 是 ， 如 果 读 着 需要 正确 理解 这 些 概 信之 问 的 关系 ; 则 
必须 记 储 微分 的 逆 运 算 和 积分 本 来 是 两 回 事 ， 而 只 是 在 知道 了 它 
们 之 间 的 关系 忆 后 ， 我 们 才 有 理由 也 使 用 “不 定 积分 ”这 个 术语 称 
呼 原 函 元 , 

使 用 下 述 表 示 法 完全 是 一 种 习惯 ,在 不 加 以 解释 时 是 不 十 分 清 
楚 的 ， 我 们 记 


re = { roas, 
指 的 是 ， 函 数 F(z) 是 形 如 


Fiz) = e+ f{ (wdu 


的 子 数 ， 其 中 。 和 a 是 适当 的 常数 ， 也 就 是 说 ， 我 们 略 去 其 上 限 
z、 下限。 以 及 时 加 常数 m 并 使 用 字母 = 来 表示 积分 变量 当然， 

严格 说 来 ， 使 用 同一 字母 赋 表 示 积 分 变量 ， 又 表示 上 限 妇 P(e) 的 
自 变量 x 是 不 大 会 理 的 、 因 为 当 合用 /f(z)dn 这 种 表示 法 时 我 
们 决 不 要 忘记 它 本 身 的 不 确定 性 ,也 记 是 说 ,这 个 符号 总 是 仅仅 家 
示 /的 原本 数 之 一 公式 P(e) = 了 f(s)de 只 不 过 是 表示 关系 让 


a 
EFl) = Ha 


的 一 种 符号 记 法 . 


* 212 - 


c. 用 原 函 数 计算 定 积分 


假设 我 们 已 知 函 数 fz) 的 任何 一 个 原本 数 F(z), 并 且 想 要 计 
算 定 积分 f f(wjdu. 由 于 我 们 知道 不 定 积分 


elz) = 三 flu)du 
也 是 f(s) 的 原画 数 ， 同 F(z) .只 能 相差 一 个 附加 常数， 因此 
9(z) = F(z) +e, 
并 且 立 即 可 以 确定 附加 常数 。 因为 当 = = a 时 不 定 积分 etc) = 
am 必须 等 于 要 于 是 我 们 得 到 0= eta) = Pa + 由 此 


ec= 一 F(oelz) = F(z) - F(a). 特别 是 ， 对 于 值 = = 2, 我 们 有 基 
本 公式 


b 
rm 四 -Pa 
如 果 
F'(w) = Ht. 

因此 ， 只 要 F(z) 是 连续 函数 f(z) 的 任 一 原 函 数 ， 则 f(z) 在 下 
限 a 和 上 限 b 之 癌 的 定 积分 等 于 关 F(b) — Fla). 

.如果 我 们 利用 关系 式 Fe) = Ye), ` 则 基本 定理 的 这 个 结果 还 
可 以 写 为 下 列 形式 ， 

F(b) — F(a) = f F'(s)ds = /四 下 四 me- 了 am， (31) 


其 中 FF(z) 现在 可 以 是 具有 连续 导数 F'(z) 的 任 一 函数 ， 并 且 这 里 
-我 们 使 用 了 莱 布 尼 效 的 具有 启发 性 的 符号 表示 法 dF(z) = F'(z)dz. 

在 应 用 上 述 法 则 时 , 我 们 常常 用 一 条 坚 线 来 表示 端点 处 函数 值 
之 差 ， 记 为 


所 


f SE = F(D) — F(a) = F(z) 
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另外 ， 公 式 (31) 又 可 写 为 下 州 形式 : 


F(a b 
£0 -20 = 7 二 / Evejdz， (32) 


如 果 回 亿 起 第 159 页 上 关于 函数 在 一 个 区 间 上 的 平均 值 的 定义 , 则 
上 述 公式 说 的 是 ， 函数 F(z) 对 于 点 4 和 点 构成 的 差 商 , 等 于 
F(z) 的 导数 在 端点 为 “和 6 的 区 向 上 的 算术 于 均值. 当 我 们 考 
虑 一 个 质点 在 直线 上 的 运动 时 ， DE 
之 比 称 为 平均 速度 ", 现在 我 们 看 到 ， 一 7 的 确 正好 是 速度 二 
在 给 定 的 叫 间 间隔 上 的 学 均 值 ， 如 果 上 是 检 臧 平均 信 时 所 用 的 
量 . 


积分 学 中 值 定理 间 微 分 学 中 值 定理 之 间 的 关系 
对 于 任何 连续 函数 f 和 它 的 一 个 原 活 数 下, 公式 


FU- F(a =/ Fejdz (33) 


都 成 立 ， 这 个 公式 也 说 明了 积分 中 值 定理 (第 158 页 ) 同 微分 中 值 
定理 (第 194 页 ) 之 间 的 关系 ， 出 (33), 根据 积分 学 中 值 定理 ， 我 们 
推出 

Fb) — Fla) = (b— a)f(é). 
因为 五 是 天 的 原 函 数 ， 所 以 我 们 可 以 用 已 (5) 来 代替 FE) 从 而 对 
于 函数 下 得 到 微分 学 中 值 定理 。 当 然 ， 要 求 F 具有 连续 导数 这 一 
条 件 ， 比 微分 学 中 值 定理 中 仅仅 要 求 导 数 存在 的 条 件 是 要 强 了 些 . 


9. 例 


在 第 三 章 中 ， 我 们 将 广泛 应 用 基本 定理 来 计算 积分 ， 现 在 ， 我 
们 通过 几 个 例子 来 说 明 使 用 公式 


bdF(z) _ 
/ 一 FE) 


的 方法 
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在 第 184 页 上 ， 对 于 正 整数 n, 我 们 曾经 推出 公式 
二 


dz 
这 个 公式 实 东 上 是 二 项 式 定理 的 一 个 汉 录 的 结果 ， 因 为 


ereose 


ml 


ad - 
rr = im Fie | 


az RG 
im /en ml ND) 2 nn) 
= + nh th 一 十 丰 -=") 
， 
= lim {nz*-!+ nn 一 上 jar-2 十 -mn nel, 
R40 2 7 


在 下 限 a 和 上 限 b 之 间 进 行 积分 ， 我们 独得 到 
b 
f mon lez = bn — a™, 


将 nn 一 1 号 为 m, 对 于 整数 m > 0, 我 位 得 到 公式 


b 
1 
md = bm+l omtly. 
fs mr ” ) 


对 zm 的 积分 的 表达 式 的 这 种 推导 方法 ， 比 在 第 147 页 上 给 出 的 基 
于 区 间 la, 如 的 几何 划分 的 推导 方法 简单 得 多 ， 测 且 ， 现 在 的 结果 
实际 上 更 为 一 般 ， 因 为 我 们 襄 以 去 掉 e 和 4 为 正 的 假设 . 

在 第 186 页 上 ， 我 们 应 用 三 角 函 数 的 加 法 公式 并 利用 


_ sinn 
翅 ( h ) 一 


dsinz deosz 
= cosx, 
dr 


现在 进行 积分 ， 我 们 立即 得 到 


曾 得 到 公式 


b b 
/ Cos wdz = sinb — sin &, / sin zdx = cos a — cosb. 
a a 


这 样 。 由 基本 定理 推导 上 述 积分 公式 ， 也 要 比 根据 定 积分 作为 和 的 
极限 的 定义 所 进行 的 推导 来 得 简单 . 
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补 篇 ”连续 函数 的 定 积分 的 存在 性 


我 们 尚 须 证 明 : 只 要 函数 f(x) 在 闭 区 间 [e, 引 上 是 连续 的 ， 则 

Fe) 在 下 限 和 和 上限 Ma < 人 之 间 的 定 积 分 存在 ， 其 证 明 主 要 是 
根据 f(z) 的 一 致 连续 性 ( 见 第 43 页 ): 对 于 任何 给 定 的 正 数 <, 如 
果 区 间 上 尾 伯 两 点 $ 和 彼此 充分 接近 ， 则 在 < 和 ”上 下 值 之 差 
小 于 e,& 和 需要 接近 到 怎样 的 程度 ， 仅 色 依 束 于 8 而 与 < 和 了 
的 位 置 无 关 ; 换 旬 话说 ,存在 一 致 的 连续 模 5[=), 使 得 对 于 fa, 如 上 
的 任何 值 和 ,只 要 改 ~ 相 < 6, 则 有 |f(E) 一 f(D)| < 6- 
将 积分 定义 为 和 的 极限 , 这 要 求 我 们 用 相继 的 一 些 点 zo,z1、……， 
zn 把 区 间 [a, 划分 为 ”个 部 分 ， 其 中 z = azn 一 已 并 且 
ro < z < < zn 设 So 表示 如 上 的 一 个 特定 分 基 (mn 表 
示 个 单元 烙 ， 分 划 的 粗细 程度 由 所 得 到 的 最 大 单元 的 长 度 ， 即 
量 Ar; = wi 一 zi: 中 的 最 大 者 来 衡量 ， 我 们 称 之 为 54 的 吕 
距 {span)*， 由 于 f 的 一 臻 连续 性 ， 所 以 同一 单元 中 的 任何 两 点 上 
的 了 值 之 差 小 于 6, 只 要 5 的 跨 距 小 于 6 = 6(z). 在 每 一 个 单元 
名 -1,zil 上 选取 值 多 构成 


Fr = Df)Azs, 
气 


我 们 便 得 到 基于 分 划 5 的 近似 和 |. 
我 们 需要 证 明 的 是 对 于 分 划 序列 8, 如 果 其 跨 距 的 向 于 堆 

则 近似 和 本 政务 于 某 一 般 限 ， 我 们 用 /f(z)az 来 表示 这 个 要 

限 ， 进 一 步 还 靖 要 证 明 这 个 极限 俏 与 分 划 S。 以 及 中 间 点 6 的 选 
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择 是 无 关 的 ， 为 了 进行 证 明 ， 我 们 首先 将 分 别 属于 两 个 分 划 5 和 
Sw 的 值 玉 与 Fy 加 以 比较 ， 这 里 5 的 跨 距 小 于 6, 而 分 划 Sw 
是 分 划 5% 的 “加 细 ”; 也 就 是 说 ,所 有 Sn 的 分 点 都 是 Sy 的 分 点 . 
适当 地 改变 一 下 写法 ， 我 们 有 


N 
Fy= > fm)Ay;, 

je 
其 中 数值 y 是 5w 的 分 点 ，Ayi 三 入 一 25- 有 在 区 间 [yi] 
上 .Sn 的 两 个 相继 的 分 点 2;-; 和 x; 也 在 数值 y 之 中 出 现 ， 警 
如 说 ， zi-1 三 所 -1,74 一 和 在 Sw 中 ， 单 元 {ri-1,zi] 可 能 被 分 成 
-- 些 更 小 的 区 间 ， 璧 如 说 分 成 [yr_1, gr], [+ ss, 此 
时 ， 它 们 在 Fv 的 组 成 部 分 是 


Dre — -1) 


我 们 把 它 与 单元 [zi-1, zi 在 Fs 中 的 部 分 (i)(zi 一 wi-1) 加 以 比 
较 ， 因 后 者 可 以 写成 


DEY -上 


j=r 


1 -1 
和 的 
J | rl, | 1 中 LS 
-一 一- | 
a 和 


图 2.33 


{ 见 图 2.33), 此 时 求 得 两 个 部 分 之 差 的 绝对 人 为 
[BU fe — 1- 
务 


。 
Se (ywW-1) = er wil). 
各 
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因此 ， 对 于 9 的 一 场 单元 -1 对, 把 在 号 中 的 部 分 和 对 Fiy 的 
相应 部 分 之 差 全 部 加 起 来 ， 我 们 则 得 到 估 值 


Fy — Fal < se — £1) = elb— 0), 
1 
只 要 5 的 跨 距 小 于 5e), 目 Sw 是 Su 的 加 纳 . 
现在 如 果 5 和 Si 是 任意 两 个 分 划 , 我 们 则 可 考虑 由 5 的 一 
切 分 点 和 5 的 一 切 分 点 合 在 一 起 构成 的 分 划 5w. 这 时 ， Sw 姓 
是 54 的 加 细 又 是 5 的 加 细 . 假设 5。 和 5 的 跨 距 都 小 于 d(e). 
我 们 任远 Sw 的 各 单元 的 中 间 点 态 来 给 出 Fv, 便 得 到 


[Fs ~ Fl = (EF, — FN) + (Fw ~ Ea) 
< FFn|+|Fn ~ Fy|< 2e(b— a). 


于 是 我 们 看 到 ， 如 果 尾 给 两 个 分 划 ， 它 们 跨 距 都 充分 小 ， 那 么 
与 此 相应 的 近似 和 彼此 相差 可 任意 小 . 现在 我 们 考虑 任 位 的 分 划 序 
列兵 , 当 n 五 o% 时 其 跨 距 趋向 于 零 ， 设 后 是 对 应 的 近似 和 ， 则 
当 给 定 任何 = > 妖 时 ， 对 于 一 切 充分 大 的 n, 5% 的 轿 距 都 个 于 5(e)， 
因此 ， 当 "和 mm 都 充分 大 时 ， 有 


(Fs — Finl < 2e(b ~ 0). 


由 此 可 知 ,序列 如 潍 足 样 西 必 全 判别 法 ( 兄 第 106 页 》; 于 是 


lim 而 .= 五 


Ce 


存在 . 
剩 下 的 是 要 证 明 lim Fe 之 值 与 分 划 和 中 间 点 的 选择 无 关 . 这 
有 时， 如 果 有 表示 路 距 赵 向 于 零 的 任 一 其 他 的 分 划 序列 ， 则 对 应 的 
和 也 具有 琢 限 到 因为 只 要 3。 和 S54 的 跨 距 都 小 于 5(e), 就 有 
IF — Fl < 2e(b — a), 
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所 以 当 n -+ oo 时 ， 我 们 也 会 得 到 | 下 一 P| < 2 他 一 可 .既然 这 里 

5 是 任意 正 数 ， 就 可 以 推 世 = 本 . 因此， 极限 唯一 确定 ， 我 
bh 

们 用 了 fts)ds 来 表示 . 

连续 函数 的 定 积分 的 存在 性 ， 其 证 明 至 此 完成. 

更 一 般 的 近似 和 我 们 上 面 进行 的 证 明 ， 实 际 上 比较 清 中 
地 指出 了 用 和 式 来 汤 近 积分 时 年 么 是 其 本 点 ， 它 说 明了 这 样 的 事 
实 ， 即 建立 更 一般 的 求 极 限 过 程 ， 也 能 导致 积分 ， 并 且 下 述 形式 更 
一 般 的 定理 成 立 ， 为 了 使 和 式 ,= Ar 收 伍 于 积分 ， 万 不 
一 定 是 一 个 衣 数 值 ， 而 只 要 对 于 区 间 fei e] 上 的 某 个 点 和 有 
| 天 一 了 8)| < Ge) 便 是 够 了 ， 这 里 当 s 0 时 5(e) -0 

这 个 - 般 的 命题 常常 是 有 用 的 ， 例 如 ， 如 昌 f(z) = p(a)Y(z)， 
则 代替 和 式 (EAx。, 我 们 可 以 考虑 更 一 般 的 和 


DyplE vA) Ar,, 
其 中 5 和 总 是 该 单元 上 不 一 定 重合 的 两 个 点 ， 当 n 增加 时 , 这 个 
和 式 也 趋向 于 积分 
b 中 
f swee = /oemen 


只 要 最 大 鸭 闻 的 长 度 趋 向 于 零 . 
对 于 用 类 似 的 方式 建立 的 舅 一 些 和 式 ， 相 应 的 命题 也 成 立 ; 例 
如 ， 和 式 


了 VPC 二 WE) Mx, 
v=1 


收 敏 于 积分 ， 
| Vay ved. 


为 了 证 明 这 些 命题 ,我 们 只 需 指 出 ， 由 于 总 和 如 的 偏差 而 引 
起 的 近似 和 的 改变 D, 在 到 极限 的 情况 下 趋向 于 零 ， 在 第 一 个 例子 
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中 ， 这 一 点 是 明显 的 ， 其 中 近似 和 的 改变 是 


D= oO - ye AT,. 
T=1 
因为 w 是 有 界 的 ， 必 是 一 至 连续 的 , 所 以 通过 把 单元 取得 充分 小 ， 
可 以 使 得 D 为 任意 小 . 
第 二 个 例 中 的 和 式 的 改变 可 以 表示 为 


D= IVR -VD + PE ) Az, 
v=1 
利用 以 顶点 为 (9,0, 人 D, 怒 ,0,0) 的 三 角形 的 三 角 不 等 式 ， |V 开 十 态 - 
VW 二 | < |b 一 d, 我 们 得 到 


[Volt + we) — Yo) — EP < tolEs) ~ $léo)s 
由 此 即 可 推 知 ， 吕 趋向 于 零 . 
癌 题 
2.1 节 ， 第 135 页 


1. 设 于 是 定义 在 [%, 避 上 的 正 值 单调 郑 数 ， 其 中 0 < < 上 六 又 
是 了 的 反 函数 ,并 且 设 a = fa),8 = 79). 试用 积分 是 面积 的 观 
念 证 明 


8 b 
f we = -om ffl). 


2.2 节 ， 第 143 页 


1. 试 通过 将 区 间 [o, 划分 为 长 度 相 等 的 单元 ， 来 证 明 ， 对 于 
任何 自然 数 p, 有 


5 
{ we 1 (ppt art!). 
a p+1 
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试 应 用 第 一 章 条 题 5 到 12 中 的 方法 来 计算 近似 和 玉 . 
2. 当 a 是 负 的 有 理 数 时 ， 辟 如 说 a= 一 二 时 ， 其 中 和。 是 


b 
自然 数 ， 试 导出 / 27dz(aib > 0) 的 公式 . [ 提示 : 设 e 二 = >， 


其 中 9= 站 
3. 试 按照 求 sinzx 的 积分 时 所 用 的 方法 ， 排 导 公 式 


b 
了 Cos zadz = sinp 一 sina. 
2 


4 当 f(z) 是 。 (8) 奇 画 数 时 ， (b) 个 函数 时 ， 试 建立 关于 
Ga 的 -最 性 结论 


5 试 计算 /sm zt 和 用 coszdz, 并 及 几何 的 角度 来 解 释 
为 什么 这 两 个 积分 具有 相同 的 值 ， 并 是 解释 为 什么 对 于 一 切 « 值 和 
7 值 有 十 2 中 2 
f sinzdz = / coa zr. 


6. 试 计算 ， (a) 工 = 人 b m= [eae jim 二 是 
, de. im, 
什么 ? 并 在 几何 上 加 以 解释 
7. 试 计算 


2.3 节 ， 第 153 页 
#1， 关于 积分 的 柯 西 不 等 式 . 试 证 明 : 对 于 一 切 连续 函数 f(z),g({z) 


/ "fade / Yapa> ( 三 toto)er) . 


2 试 证 明 ， 和 如果 f(z) 是 连续 的 ， 并 且 
fi0= f ftoat, 


有 


> 
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则 ftz) 恒 为 零 . 
“3. 没 f(z) 在 [0,1] 上 是 利 普 希 蒋 连续 的 ， 即 对 于 这 个 区 间 上 
的 -一切 2,y, 有 


Ifiz) — fl) < Mz — ul. 


试 证 明 ， 
1 /kh M 
|/ fr)dz — 过 f (2) < 去 
2.5 节 ， 第 163 页 
1. 试 证 明 
leg 三 < 2 (qa gp). 
蜂 示 : 应 用 柯 西 不 等 式 ， 2.3 节 ， 问 题 1 
2. (a) 试验 证 


1 
1 = 一 上 
log[1l + 2} / TT 中 zs > -1 


ib) 试 证 明 , 当 z > 0 时 ， 有 
zloll 4 < 


*[c) 更 一 般 地 ， 试 证 明 : 当 0<z<1 时 , 有 


x2 3 Zn x2 x3 ZR+1 
ts et < ett 
= 1 
光 示 : 将 了 同 几何 级 数 加 以 比较 .] 


2.6 节 ， 第 168 页 
1. (a) 试 通过 将 区 间 [6, 匡 划分 为 相等 的 单元 来 证 明 : 
mb 


、 1 erdr = 如 一 en 
四 
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[提示 : 应 用 loge= lim n( Va 一 1)] 


五 
(b) 试 求人 logzdz. ( 见 2.1 节 ， 问 题 1) 
(c) 试 证 明 ， 当 > >0 时 ， 有 


2 Ea 2 
l+s+ r++-r 1+t7+ + 二 一 十 
四 nl 2! i 


[Be 来 由 /edu 的 上 时 舍 信和 下 界 信鸽 ， 并 反复 进行 积分 ] 
当 z= < 0 时 ， 试 求 得 对 于 ez 的 同样 类 型 的 信 值 . 
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试 直接 按照 导数 (作为 浙 数 差 商 的 极限 } 的 定义 ， 来 计算 下 列 
函数 的 导数 . 
1. tanz, 


站 Sec2z- 


2 
3. sinv 互 . 
4. 
5 


. Vsinz. 
1 


”sing 
1 


6. sin FE 
7. z?, 其 中 a 是 负 的 有 理 数 . 
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1. 试 证 明 : 当 x > 0 时 ，z > sinz; 当 z 处 于 (0,) 之 中 
时 ， 了 < tanz- 

2. 设 在 a < z < b 上 f(z) 是 连续 的 且 是 可 微 的 ， 试 证 明 ， 如 
果 当 a < < 时 f(z) < 0, 而 当 & < <b 时 (2) > 0, 则 这 个 
函数 总 不 会 小 于 (6). 

+3. 如 果 连 续 函数 f(z) 在 = = # 的 领域 内 的 每 一 点 = 都 具有 
导数 F(z), 并 且 当 一 E 时 Ptz) 趋向 于 极限 二 则 /7(E) 存在 并 
且 等 于 工 . 
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史 设 fx) 在 整个 z 钠 上 有 定义 并 上 是 可 徽 的 ， 试 证 明 : 如 
困 FQ =0 并 且 处 处 有 | 所 (> 站 < 12 则 恒 有 元 =) 一 0 
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”1. 如 果 质 点 在 - 单位 时 间 内 经 过 一 兰 位 距离 ， 甩 在 起 点 和 终 
点 均 处 于 静止 状态 ， 册 在 这 个 单位 时 间 间 隔 内 的 某 一 时 刻 上 ， 此 质 
点 运动 的 加 速度 必定 等 于 或 大 于 4. 


补 篇 ， 第 216 页 ， 定 积分 的 存在 性 
1. 设 下 z) 在 [we 中 上 有 定义 和 有 界 ， 我 们 对 分 划 
@ 一 zD<XTTSX2 Tn 


定义 “上 和 "了 以 及 "下 和 "= 如 下 


了 = 》 MAr, o= 位 man 
i=l i=l 

其 中 Mi 和 mi 分 别 为 flx) 在 单元 [zz-: zil 上 的 最 小 上 界 和 最 大 
下 办， 

{a) 斌 证明， 对 给 定 分 划 作 任 一 加 细 分 划 ， 上 和 之 值 或 是 减少 
或 是 保持 不 变 ， 类 似 地 ， 下 和 之 值 或 是 增加 或 是 保持 不 变 . 

(b) 试 证 明 ， 每 - -个 上 却 之 值 大 于 或 等 于 每 一 个 下 和 之 值 . 

to) 达 布 (DarbownD 上 积分 FY 定义 为 对 一 切 分 划 上 和 的 最 大 
下 界 ， 和 相 布 下 积分 到 ”定义 为 对 一 十分 划 下 和 的 最 小 上 输 由 人 b) 
十 知 ，FF+ 之 了. 如果 Ft 一 开 ,我 们 就 将 这 个 共同 的 值 称 为 了 的 
达 布 积分 . 试 证 明 ， f 的 达 布 积分 实际 上 就 是 普通 的 黎 曼 积分 
并 且 证 明 : 当 且 仅 当 达 布 上 积分 和 和 达 布 下 积分 存在 并 县 相 等 时 ， 歼 
曼 积分 存在 . 

2. 设 f(z} 是 定义 在 [6, 相 上 的 单调 洛 数 . 
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ia) 试 证 明 ， 当 把 区 间 划 分 为 个 相等 的 单元 时 ， 上 利 与 下 和 
之 差 正好 由 下 式 给 出 : 


Do rol. 22 


并 将 这 个 结果 从 几何 上 加 以 解释 . 

ib) 试 利用 (a) 的 结果 证 明 其 达 布 积 分 存在 

fc) 如 果 划 分 的 单元 可 以 是 不 相等 的 ， 试 通过 f(a), 了 i5) 和 划分 
的 足 距 来 估计 号 一 a 

fd) 大 量 的 函数 #(z), 如 果 不 是 单调 的 ， 则 可 以 写 萎 单调 画 数 
之 种 ， f(z) = yp(z) + bz), 其 中 v 是非 增 的 ， 少 是 非 减 的 在 这 
种 情况 下 ， 试 估计 上 和 与 下 和 之 差 . 

3 试 证 明 ， 如果 x(z) 在 闭 区 间 ,如 上 具有 连续 的 导数 ， 则 
ftz) 页 以 像 阅 题 2(d) 中 那样 写 为 单调 瑚 数 之 和 . 


杂 题 


1. 试 证 明 ; 

(a) fe 1)2dz = 三 ; 

本 L a 22%+1(nl)? 
fb) (DD) fe lj"™daz = Gir 


2 对 于 一 项 式 系 数 ( ,这 证 组， 


的 = [ee 十 5 zk(1 一 ra 


*3. 如 果 az) 在 a < 2 < 5 的 每 一 点 z 上 都 具有 导数 ji 不 
一 定 是 连续 的 ), 并 且 如 果 F(z) 取 到 值 m 和 三 , 试 证 明 f'tz) 也 取 
全 和 之 间 的 每 一 个 值 此 

4 如果 对 于 a < x < 上 的 一 切 > 值 ， 产 (z) 0, 试 证 明 
3 = f(z) 的 图 形 位 于 任 一 点 (z = $,y 一 7(6D 处 的 切线 上 或 其 上 
方 . 
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5， 如 果 对 于 a 过 x 5 上 的 一 切 z 值 ，f"iz) > 0 试 证 明 
Y = f(z1 在 区 间 zi < zx < za 上 的 图 撒 ， 位 于 连接 图 形 在 > = xa 
动 z= :2 上 的 两 点 的 线段 的 下 方 . _ 

6. 如 果 天 之 0 让 证明/ 宇 闻 < Te 

47. 设 f(z) 是 这 样 的 函数 ， 即 对 于 一 切 x 值 有 Prfz) > 0, 而 
?= af 是 任意 一 个 连续 画 数 ， 试 还 明 


2f se > (Ff woe). 


8. (al 试 直接 对 下 述 函 数 进行 微分 ， 并 写 册 对 应 的 积分 公式 ， 
(Dc; i) tan z. 


(b) 试 计算 


no 也 


lim 工人 -secz Fsec? 2 .soc TT) 
dn 4n dn 


9， 设 对 于 一 切实 数 z 值 ， f(z) 具有 -- 阶 和 二 阶 导数 ， 试 证 
明 :， 如果 f(z) 处 处 是 正 的 和 上 凸 的 ， 则 flz) 是 常数 . 
“对 于 连续 函数 Yiz) 的 定义 区 间 上 的 任意 二 点 ri ra, 如 果 恒 


让 
(2) < Five + wlan) 


则 称 ea) 为 下 是 画 束 ， 如 时 但 有 
2 (4) > jet elon), 


则 称 p(x) 为 上 凸 函 数 ， 一 一 译 者 注 ) 
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第 三 章 微分 法 和 积分 法 


第 一 部 分 初等 函数 的 微分 和 积分 
3.1 ”最 简单 的 微分 法 则 及 其 应 用 


虽然 积分 问题 通常 比 微 分 问题 更 为 重要 , 但 是 微分 问题 在 形式 
上 却 要 比 积分 问题 容易 一 些 ， 因此， 自然 的 做 法 是 ， 首先 向 握 微分 
可 能 过 到 的 各 种 类 型 的 函数 的 微分 方法 , 然后 根据 微 积分 基本 定理 
(2.9 节 ), 利用 微分 法 的 结果 来 计算 积分 .在 后 面 的 几 节 里 ， 我 们 将 
讨论 基本 定理 的 这 种 应 用 . 在 一 定 程度 上 来 说 ,我 们 是 从 头 开始 ， 
并 根据 某 些 一 般 的 微分 法 则 来 系统 地 阔 述 积分 法 . 


a. 微分 法 则 

我 们 假设 所 考虑 的 区 间 上 函数 f{z) 和 g(x) 是 可 微 的 ; 这 时 ， 
下 述 基本 法 则 成 立 . 
法 则 乘 以 常数 、 对 于 任何 常数 , 函数 p(x) = efz) 是 可 
微 的 ， 并 且 


we) = cf (ah 0) 
证 明 是 捍 而 易 见 的 ， 在 第 二 章 第 187 ee 
法 则 2 和 的 导数 . 如 果 plz) = flz) 二 g(x), 则 p(z) 是 可 微 
的 并且 
Pz) = FD) + 9 (2); {2} 


也 就 是 说 ， 微 分 运算 与 吉 法 运算 是 下 以 交换 移 ， 对 可 微 函数 的 和 
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2(z) = Dfole) 
v=1 


同样 的 法 则 也 成 立 ， 即 四 
wo) = DH). 
v= 


证 明 也 是 显而易见 的 ， 出 导数 的 定义 即 可 得 到 . 
法 则 3 乘积 的 导数 ， 如 果 wz) = f(z)g(x), 则 w(z) 是 可 微 
的 ， 并 且 


ee) = Ac)o(e)+o(oPe)， (3) 
证 明 可 以 岂 下 式 得 到 : 
Pls+h) p(s) _ frt+h)g(z+h) — fr)g(e) 
加 


g(r+)— 9(7) 


= f(z+h) 


+ g(z) f(z+ — f(z) 


h 
当 4 二 0 时， 此 式 的 极限 便 是 式 (3). 
如 果 我 们 将 此 公式 除 以 3 p(x) = f(z)g(z), 则 它 在 形式 上 会 变 
得 更 为 完美 ， 这 时 ， 我 们 得 到 
vo) _ f(z) | g(r) 
px) flr) gr) 
使 用 微分 表示 法 (第 二 章 第 192 页 ), 还 可 将 公式 (3) 写 为 


df9)} = fdg + gdf. 


对 于 ”个 因子 之 乘积 的 导数 ， 我 们 用 数学 归纳 法 可 以 得 到 一 
个 含有 ” 项 的 表达 式 ， 其 中 每 一 项 都 是 由 一 个 因子 的 导数 乘 以 原 
乘积 中 的 其 他 所 有 因子 而 组 成 的 : 


EA AA) 
1 当然 ， 我 们 必须 假设 w(z) 处 处 不 等 于 零 . 
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= f(a) fat) + fle) ate) foals) fnts) 
+ fe) fr{e) 


一 Ce 
x0 和 Fy 


王者 除 以 w(z) = 良 (z) 人 z) f(z), 则 有 


yr) _ A) ,AD) A RD) 
A A 


当然 这 是 在 p(z) 关 0 之 处 成 立 . 
重复 应 用 关于 乘积 的 导数 法 则 ， 我 们 也 能 得 到 二 阶 导 数 和 高 
阶 导数 的 公式 - 对 于 二 阶 导数 ， 我 们 有 


fg ardey ad fdy oy 
-总 (各 )= 笃 (于 + 候 ，) 


下 四 2 


莱 布 尼 兹 法 则 入 用 入 证 乘积 的 n 阶 导数 
能 够 按 下 列 法 则 ( 莱 布 尼 效 法 则 ) 得 到 . 
dng af de-1g 
dr (9 ft 的 ds 古本 


ny PF dr2g 
tl2) Er ez 


wn Volf dg gf 
+ (1) dT de! de 


这 昌 (人 ) = (2) - 而- 切 … ,等 等 表示 二 项 式 天 
法 则 4 两 的 导数 . 对 于 商 


f(z) 
9(2) 


pz) = 


下 述 法 由 成 立 ， 函 数 2(z) 在 9(z) 不 为 零 的 每 一 点 上 是 可 被 的 ， 若 
且 


一 下 (27 
pl{z) = PT 由 
如 果 w(z) 关 0, 这 个 公式 可 以 写 为 
Px) _ Fz) gz) 
wr) fz) oz) 
证 明 ”如 于 假设 p(z) 是 可 微 的 , 我 们 则 可 对 f(x) = plz)g(z) 
应 用 关于 乘积 的 导数 法 网 ， 并 且 得 到 


f(x) = plx)g (zr) + gr) Cz). 


用 但 来 代替 右 端 的 pw(z), 并 且 解 出 p'(z), 我 们 便 得 到 法 则 4 


我 们 可 以 在 证 明 这 个 法 则 的 同时 来 证 明 wiz) 的 可 微 性 ， 只 要 
我 们 写 出 


f(z+h) fn) 
yeEth -ys) _ Hz+h) g(r) 
h 


ga) flz+ 电 一 Faz) gz+ 9 -uy 


op) 
PETE : 
现在 令 让 药 向 于 零 ， 就 得 到 上 述 结果 ， 因 为 根据 伪 设 ,分 母 不 趋向 
于 从 而 趋向 于 极限 jg(z)]?, 分 子 中 的 两 项 分 别 具 有 极限 gfz) 疡 人) 
和 gr(z)Fta) 这 样 妈 证 明了 左 端 的 极限 的 存在 ， 又 证 明了 铀 分 公式 
成 立 

b. 有 理 血 数 的 微分 法 


首先 .我 们 借助 于 乘积 的 微分 法 则 ， 再 次 推导 下 述 公式 ， 即 对 
于 每 一 个 正 整数 n， 
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我 们 将 z” 看 作为 n 个 因子 之 积 ，z” 二 5.…z, 于 是 得 到 


Ee =10 tl met, 
由 这 个 公式 以及 公式 :了 D), 可 以 推出 函数 六 的 二 阶 导 数 
所 > = nn Do?. 


悉 续 进行 下 去 ， 葛 和 们 便 得 到 高 阶 导 数 
3 


Ege" = An Dn — 2a 


A =1.2.. n=nl. 


从 最 后 一 个 公式 可 知 ， 2” 的 n 阶 导数 为 常数 而 n+1 阶 导 
数 则 :处 处 ) 为 零 . 

使 用 前 两 个 法 则 以 及 竺 函 数 的 微分 法 则 ， 实 际 二 可 以 微分 任何 
多 项 式 %y= eo + ez 二 az72 二 十 ar2n 从 而 得 到 


=a + 2 + or + .+ nane™ !; 
以 及 
Y= 2 13 2a3rt 4 36422 + + n(n — Ianz™ 2， 
如 此 等 等 . 
现在 ， 我 们 可 以 借助 于 商 的 微分 法 则 求 得 任何 有 理 画 数 的 导 
数 . 特别 是 ， 当 n= 一 m 是 负 整数 时 ， 我 们 还 可 以 再 次 推出 函数 z” 
的 微分 公式 : 应 用 商 的 微分 法 则 ， 并 注意 到 常数 的 导数 为 零 ,就 得 


到 
dr1Y mm mm 
dr \am) pm rmt 
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这 在 形式 上 同 ” 为 正 值 时 的 公式 以 及 从 前 往 到 的 公式 (第 185 页 ) 
都 是 - - 致 的 . 


c. 三 角 函 数 的 微分 法 
对 于 三 角 函 数 sin > 和 cosz, 我 们 已 经 得 到 (第 186 页 ) 微分 公 
式 


a , 区 ， 
-一 sinz 一 cosz 和 一 - cos 一 一 Sn 
dz dz 


现在 ， 我 们 就 可 以 利用 商 的 微分 法 则 来 微分 晤 数 


sinz COSZT 
2 一 tang 一 和 yy = cotz = 一 一 一 . 
Cosz sing 


根据 育 的 激 分 法 则 ， 前 一 个 函数 的 导数 是 


or cos3xz 十 sinzz 1 
本 cos2z cos27r) 
因此 
€ 1 1 
一 tanz 一 一 一 一 一 sec2z 一 1 二 tan2r. 
dr Cos2 他 
类 似 地 ， 我 们 得 到 
ots = — b= -coseczz = (Ll + cot2x) 
dz sin2 x 、 


与 sinz,cosrtanz 和 cotz 的 微分 公式 相对 应 的 积分 公式 如 


je wdr = sinz, | sin Td = 一 cosT) 
1 1 
一 一 一 az = tanT, 人 dr = —eotr. 
cos22 Sin” 2 


利用 2.9 节 (第 213 页 ) 的 基本 法 周 ， 再 从 这 些 公式 我 们 可 以 求 得 
在 任何 积分 限 之 间 的 定 积分 值 ， 唯 一 的 限制 是 ， 当 使 用 后 两 个 公式 
时 ， 积 分 区 各 不 能 包含 被 积 函数 的 任何 间断 点 ， 即 对 第 一 个 积分 是 
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不 含 于 的 奇数 人 之 点 ， 对 第 二 个 称 分 是 不 合 了 的 个 数 语 之 点 , 
例如 


b 8 
/ cosrdr 一 sinzr| = sinb— sina. 
加 a 


3.2 ” 反 函 数 的 导数 


在 第 49 页 上 我 们 已 经 看 到 ,连续 聊 数 y= fiz) 在 其 成 为 单调 

的 每 一 个 区 间 上 上 其 有 连续 的 反 西数 确切 地 说 : 
如 果 在 区 间 < > <》 上 的 连续 印 数 y= f(z) 是 单调 的 ， 并 
二 


且 f(a =a 和 f(4)= 68, 则 汪 具 有 -个 在 a 和 六 之 间 的 区 间 . 
为 连续 和 单调 的 友好 数 . 


又 如 第 199 页 上 所 述 ， 导数 的 符号 为 判断 一 个 咕 数 词 时 是 单调 
的 因 疝 具有 反 郴 数 提 供 了 -个 简单 的 判别 法 .一 个 可 微 辣 数 je) 
是 连续 的 ， 在 f'(z) 处 处 大 于 零 的 区 间 上 是 单 渭 增 加 的 ， 在 7(*) 
站 处 小 于 零 的 区 同上 是 单调 减少 的 . 

现在 我 们 通过 证 明 下 述 定理 来 研究 反 上 函数 的 导数 的 问题 . 

定理 如 果 吨 数 y= fiz) 在 区 间 < <b 内 是 可 微 的 , 并 


eo. 


且 在 整个 区 问 内 或 是 fz) > 0 或 是 也 (< 0 则 反 函 数 了 一 v0 
在 其 定义 区 问 的 每 ~ -个 内 点 上 也 具有 导数 : #= lo) 的 导数 同 其 


DING 全 二 计生 贡生 全 


反 函 数 > = ?(g 的 导数 , 在 相应 的 “ 信和 y 值 上 ， 满足 关系 式 


Pp ee 


这 个 关系 式 也 可 写 为 下 列 形 式 : 
一 去 “ (5) 
dy 
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最 后 这 个 公式 再 次 涪 明 莱 布 尼 兹 表示 法 的 适用 性 : 等 号 的 商 各 在 
公式 中 可 以 当 作 真正 的 分 数 来 处 理 . 

证 明 这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 . 把 导数 写成 差 商 的 极限 . 
即 


Ay 加 一 y 
= Fx)= 1 li ， 
sn AL Ji 1 一 了 


其 中 z 和 Y= Xo,2 和 切 = 了 f(z1) 分 别 表示 两 对 相应 的 值 . 根据 
假设 ， 第 一 个 极限 值 不 等 于 零 ， 四 于 y= f(z) 和 z= p(y) 的 连续 
性 ， 所 以 关系 式 为 地 y 和 zl 一 是 等 价 的 ， 因 此 ， 极 限 值 


lm 型 一 ly 7 
2 
存在 并 有 等 二 Fe 另 一 方面 ， 根 据 定义 ， 上 式 右 端的 极限 值 是 


反 沙 数 piy) 的 导数 yp'{ 轨 , 因 诡 公式 (5) 得 证 . 


图 3.1 反 耳 数 的 微分 法 


此 公式 ( 引 的 几何 意义 很 简单 ， 由 图 3.1 即 可 说 明 ， 曲 线 y = 
f(z) 或 zx = yly) 的 切线 局 正 z 办 构成 划 o, 同 正 $ 纳 构成 第 8; 由 
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于 函数 的 导数 在 几何 上 用 切线 的 斜率 来 解释 ， 所 以 有 
f(z)=tana, y'(y) = tanp. 


由 于 角 a 和 之 和 为 艺 ， 所 以 tanatan 有 = 1, 这 个 关系 式 同 上 述 
微分 公式 是 完全 等 价 的 ， 

上 

在 上 面 的 讨论 中 我 们 总 是 明确 地 假设 r(x) > 0 或 F(z) < 小 
即 产 (z) 不 为 零 ， 那 么 ， 如 果 f'(z) = 0, 会 发 生 什么 情况 呢 ? 如 果 
在 一 个 区 间 上 处 处 有 f"(z) = 0, 则 f(z) 是 常数 ， 由 于 这 个 区 间 上 
的 一 切 z 值 都 对 应 着 同样 的 y 值 ， 因 而 没有 反 函 数 ， 如 果 只 是 在 
一 些 孤 立 的 所 谓 “临界 ”点 上 jz) = 0 (并 且 假 设 f(z) 是 连续 的 )， 
那么 按照 自 变量 > 通过 这 些 临 界 点 时 f'(z) 是 否 变 号 ， 就 存在 着 两 
种 情况 . 在 第 一 种 情况 下 ， 这 个 临界 点 将 函数 单调 增加 的 点 和 函数 
是 单调 减少 的 点 分 隔 开 ， 在 这 种 临界 点 的 领域 内 不 能 存在 单 值 的 


了 
4 


y= 


3.2 ”抛物 线 
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下 


了 2 


图 3.3 ”立方 抛物 线 


反 函 数 .在 第 二 种 情况 下 ， 导 数 虽然 等 于 零 但 在 此 点 附近 并 不 改变 
通 数 y = f(z) 的 单调 性 质 ， 因 此 存在 单 值 的 反 函 数 ， 然 而 ， 在 相 
应 的 点 上 ， 反 函数 不 再 是 可 微 的 事实 上 ， 反 却 数 的 导数 在 该 点 是 
无 穷 大 ,函数 y 一 吧 和 3 = 在 点 z= 0 便 是 这 两 种 情况 的 实 
例 . 图 3.2 和 图 3.3 分 别 说 明 这 两 个 函数 通过 原点 时 的 性 状 ， 同时 
说 明 函数 y = z3 具有 单 值 的 反 画 数 ， 而 隙 数 y = x? 则 没有 单 值 的 
反 函数 . 


b. n 次 宕 的 反 函 数 : n 次 根 


当 n 为 正 整数 时 ， 函 数 y = z” 的 反 函 数 是 一 个 最 简单 的 例 
子 ; 首先 我 们 假设 > 取 正 值 ， 因 此 y 也 取 正 值 ， 在 这 些 条件 下 ， 区 
总 是 正 的 ， 于 是 对 于 一 切 正 的 y 值 ， 我 们 可 以 建立 唯一 的 反 函数 


z= Y=y*. 


再 由 前 面 的 一 般 法 则 ， 立 即 可 得 到 这 个 反 浙 数 的 导数 如 下 : 


dysy dz 1 1 1 1 1 1 


dy yn ny 


现在 ， 如 果 我 们 改变 表示 法 ， 仍 用 > 来 表示 自 变量 ， 则 最 后 可 写成 


dE dl 
a i 


这 同 第 188 页 上 得 到 的 公式 是 一 到 的. 
当 n 汪 1 时 ， 点 z = 0 需要 特别 加 以 考虑 ， 如 果 = 通过 正 什 
趋向 于 零 ， 则 二) 吕 然 无 限 增加 ， 这 种 情况 正 相 应 于 ” 次 第 
jw) = an 的 导 才 宕 原点 等 于 零 ， 在 儿 何 上 这 意味 着 ， 当 > 1 时 
曲线 yz 在 原点 与 攻 辅 相 切 :参见 第 52 页 图 1.35). 
应 当 指出 , 当 n 为 奇数 时 ，2 > 0 的 假设 可 以 省 去 , 函数 y = z" 
是 单调 的 ， 并 且 在 整个 实数 域 上 具有 反 印 数 ， 对 于 负 的 y 值 ， 公 式 


dl YD 
和 y 


= 1 
= Lt 
仍然 成 立 而 当 = = on > 1 时， 我 们 有 空 = 0, 这 种 情况 正 相 
应 于 反 函 数 的 导数 至 在 点 y=0 是 无 穷 大 ， 
c, 反 三 角 奖 数 一 多 值 性 

为 了 建立 三 角 函 数 的 反 函 数 ， 我 们 再 次 考虑 sin mcoszitanz 
和 cotz 的 图 形 5, 由 第 54 页 图 1.37 和 第 55 页 图 1.38, 我 们 立即 看 
出 ,对 于 渤 些 函数 中 的 每 一 个 来 说 ,如 果 我 们 要 讨论 的 是 唯一 的 一 
个 反 函 数 ， 则 必须 选取 一 定 的 区 间 ， 因 为 平行 于 地 的 直线 y =< 
如 果 同 曲线 相交 ， 会 相交 于 无 穷 多 个 点 


有 图 形 懈 示 法 有 助 二 读者 克服 在 讨论 过 函数 的 “ 才 值 性 ”时 存在 的 某 些 困难 - 
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展 正 驶 和 永 余弦 

例如 ， 对 于 函数 y = sinz (图 3. 入 , 在 区 间 -了 <z< 到 内 ， 
导数 y = cosz 是 正 的 ， 在 这 个 区 同 内 ，y = sinz 具有 反 甸 数 ， 我 
们 用 了 

多 一 arcsiny 

来 表示 (这 个 反 函 数 表 示 一 个 角 ， 其 正弦 之 值 为 办. 当 y 依次 遍及 
从 -1 到 -1 的 区 间 时 ， 这 个 函数 由 一 子 单调 地 增加 到 + 也 如 
果 我 们 想 要 强调 的 是 在 这 个 特定 的 区 间 内 来 考虑 正 终 函数 的 反 甬 
数 ， 我 们 就 说 是 反正 络 胡 数 的 主 值 . 对 于 使 得 sms 是 单调 的 另 一 
个 区 间 ， 例 如 区 间 + 也 < = < 江 ， 我们 就 得 到 另 一 个 反 男 数 或 反 
正 粥 函数 的 另 一 个 “分 支 "; 如 果 没 有 明确 地 说 出 反 函 数 之 值 所 在 的 
区 则 ， 则 反正 纺 的 符号 并 不 表示 一 个 完全 确定 的 函数 ， 而 事实 上 
示人 多 个 什 


图 $4 = sinx 的 图 形 [ 实 厂 表 示 主 读 ) 


arcsiny: 的 多 值 性 可 以 表述 如 下 : 对 于 任何 一 个 正弦 值 y, 与 其 


二 和 用 另 一 和 符号 表示 法 ， < 一 dn- 这 同 全 数 函数 -二 不 会 没 
区 有 时 也 各 为 多 基数 
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相对 应 的 不 只 是 一 个 特定 的 角 z 而 且 还 有 其 他 形式 为 2kr +z 或 
(+ar 一 z 的 角 ， 其 中 是 任何 整数 ( 见 图 3.4)- 


> 


Ny ae snr / 
z=siny 


WA2 
可 / 二 
Pd 
pe 
Pag J2 
pl 
pe 
A 
《入 
\ 
~ 
图 35 y = arcsinz 的 图 形 图 3.6 y= arccosz 的 形 图 
( 实 线 表示 主 什 ) ( 实 线 表示 主 值 ) 
由 关系 式 (5), 我 们 可 以 得 到 函数 2 = arcsiny 的 导数 如 下 : 


dz 1 1 


1 1 
YW 多 cosz +VL-singz +tVi- 人 8 
如 果 我 们 只 限于 考虑 上 面 提 到 的 前 一 个 区 同 , 即 -二 <z < 于, 则 


* 239 . 


上 式 中 平方 根 应 到 正 号 1 
最 后 ， 我 们 把 自 变量 的 记 法 由 y 换 为 常用 的 > (图 3.5); 这 时 
arcsinz 的 导数 则 表示 为 


-二 arcsinz = - 
de VI— 52 


这 里 假设 are sin 是 位 于 -也 和 子 之 问 的 主 值 , 平方根 取 正 号 
下 地 y = cosz 的 反 钴 数 ， 我 们 ( 当 把 变量 的 记 法 > 和 y 交换 
以 后) 用 are cos x 来 表示 ， 并 可 以 用 完全 相同 的 方法 得 到 公式 


1 
VI 


Ee cosz= 干 
这 里 ， 如 果 arc cos x 在 0 和 7 之 间 (而 不 是 像 在 arc sn z 的 
情况 那 祥 在 -也 和 二 之 问 ) 的 区 间 内 取信 ， 则 平方 根 取 负 号 ( 见 
图 3.6). 
当 自 变量 移 近 于 端点 z = -1 和 = = 1 时， 这 些 导数 变 为 无 穷 
大 ,这 种 情况 正 相应 于 反正 弦 和 反 余 纺 的 图 形 在 这 些 端 点 上 具有 和 
直 的 切线 
反正 切 和 反 余 切 


我 从 用 类 侯 的 方式 来 讨论 正切 和 余 切 的 反 函数 .对 函数 y = 
taaz, 当 z 天 二 + 条 时 其 导数 处 外 为 正 . 因而 在 区 间 一 于 << 了 
内 具有 唯一 的 反 函 数 ， 我 们 记 这 个 反 函 数 为 = = arc tany (的 主 支 
外 由 图 3.7, 我 们 立即 看 出 ， 可 以 选取 性 何 值 yk" (其 中 上 为 整 
数 ) 来 代替 y. 类 似 地 ， 铺 数 y = cotw 具有 反 函 数 工 = arc coty 如 
果 我 们 要 求 这 个 反 函 数 的 值 位 于 由 0 到 的 区 间 内 ， 则 它 也 是 唯 
一 确定 的 ， 反 之 ， arc cotz 同 arc tan 一 祥 ， 是 多 值 的 , 


贞 如 果 我 位 考 虹 的 不 是 区 向 -二 < x < 也 而 是 区 网 他 <4 < 入 ,这 相当 
用 = 十 来 民 葡 x， 到 平方 根 应 职 负 号 ， 因 为 cosz 在 这 个 区 个 上 是 负 的 . 
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图 3 了 za = arc ranz 的 图 形 ! 实 玛 代 表 主 得 1 


其 微分 公式 如 下 : 
2 =arctany, Se = 1 = cos2z 一 1 ~ _ 1 ， 
‘dy i+tamr lt 
a 
zac cotl = sr 
gy 1+cotsr 1+ 


最 后 ， 如 果 我 们 仍 果 x 来 表示 自 变量 ， 则 有 


nT 
可 arc cot I= L 
dz + 


全 相应 的 积分 公式 


上 面 导 出 前 这 些 公式 ， 如 果 通过 不 定 积分 来 表示 ， 则 可 写 为 下 
列 形式 : 
1 


V1—22 


dx = arc sinzy 1 dr = 一 agc Cos T, 


I 1 
fs 一 arc tan x, f Ii = 一 arc cban 他 
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虽然 在 每 一 行 的 两 个 公式 中 用 相同 的 不 定 积分 来 表示 不 同 的 芳 数 ， 
但 是 它们 彼此 并 不 矛盾 、 事 实 上 ， 这 些 公 式 正 说 明 我 们 从 前 已 经 知 
道 的 结果 { 见 2.9 节 ), 即 同 一 两 数 的 - 场 不 定 积分 只 是 相差 - 些 常 
数 ; 这 里 相差 的 常数 是 工 , 因为 are cos z-arc sinz 一 到 are tan z+ 
arc cotzw = 工 . 

如 第 161 页 所 述 ， 这 些 不 定 积分 的 公式 可 以 直接 用 来 求 定 积 
分 ， 特别 是 ， 


?dr 
| 一 arctan 


忆 
一 arc tanb — arc tana, 
a 


如 果 我 们 设 e = 0,6 = 1, 并 且 注 意 到 tan0 一 0 和 tan 工 = 1 则 得 
到 著名 的 公式 
开 1 1 
也 = 人 Tr dr. (6) 
数 r 本 来 是 在 研究 圆 时 产生 的 ， 现 通过 这 个 公式 被 引入 同 有 
理 遂 数 一 -z 的 很 简单 的 关系 中 了 ， 并 且 代表 图 3.8 所 示 面积 . 
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图 3.8 由 面积 表示 的 他 


这 个 关于 r 的 公式 乃 是 微 积分 早期 的 重大 成 就 之 一 ， 以 后 我 们 还 
要 来 讨论 (第 一 卷 第 二 分 册 ). 


242 . 


更 一 般 了 地， 本 节 的 这 些 公式 使 我 们 可 以 纯 分 析 地 定义 三 角 画 


数 ， 而 完全 不 必 涉 及 诸如 三 角形 或 圆 这 些 几 何 对 象 、 例如， 角 y 同 


其 正切 = = tany 之 问 的 关系 完全 可 由 方程 


-[ du 
YT 1 


来 描述 (至 少 对 于 - 屯 < y < 屯 ). 现在 我 们 可 以 不 涉及 直观 而 用 
这 个 关系 式 来 定义 直角 三 角形 中 角 y 的 数 信 ， 角 的 邻 边 为 0, 对 
边 为 b 而 二 = x. 这 种 通过 数量 的 分 析 定义 ， 使 我 们 有 理由 在 高 
等 分 析 中 使 用 角 和 三 角 函 数 ， 而 不 去 考虑 由 几何 结构 得 来 的 定义 


e. 指数 函数 的 导数 与 积分 


在 第 二 章 ,我 们 曾 作为 对 数 函数 的 反 函 数 引 入 了 指数 函数 严 


格 地 说 来 ， 这 样 定义 的 关系 式 y = e 和 z = logy 是 等 价 的 ， 因 
此 ， 它 们 的 导数 满足 关系 式 


de™ dy 1 1 


eeeeeeeeeeese 


更 一 般 地 说 ， 对 于 任 一 正 数 &, 函数 y = a* 具有 反 函 数 


logy 
z=logoy= Ty, 
而 a? 的 导数 是 
da _ i _ 
00 一 (ogo)o 
dy 


因此 ， 对 于 任 一 正 的 常数 a, 函数 y= 0” 的 导数 与 此 汕 数 本 身 成 正 
比 ， 当 a 是 数 e 时 ， 比 例 因子 loga 等 于 1. 在 第 251 页 上 ， 我 们 
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将 反 过 来 证 明 : 任何 沙 数 ， 如 果 同 其 导数 成 正比 ， 则 其 形式 必定 荐 
Y= ce*, 其 中 c 表示 常数 因子 . 我 们 还 可 以 根据 微 积 分 基本 定理 ， 
将 和 a 的 导数 公式 变换 为 不 定 积分 的 公式 ， 


Ji 


Je 一 ar 
loga 


3.3 ”复合 函数 的 微分 法 


a. 定义 


工 述 微分 法 则 已 使 我 们 可 以 求 出 其 它 一 些 沙 数 的 导数 , 例如 由 
已 知 导数 的 洒 数 所 构成 的 有 理 表达 式 等 . 为 了 得 到 在 数学 分 析 中 出 
现 的 这 些 函 数 的 导数 显示 式 , 还 必须 进一步 推导 关于 合成 函数 或 复 
合 函 数 的 微分 法 则 .我们 经 常会 遇 到 这 样 一 些 孙 数 ， 这 些 函 数 是 宙 
一 些 比较 稀 单 的 函数 合成 的 。 A(z) = 9(P(z)) 其 中 piz) 定义 在 闭 
区 间 a < x < 上， 其 值 域 为 a < w(x) < 8, 而 9(w) 则 定义 在 后 一 
个 区 局 工 . 

在 这 方面 , 如 果 想 到 将 函数 解释 为 “ 算 子 ” 或 映射 ,是 有 益 的 . 
正 像 在 第 一 章 中 那样 ， 我 们 将 合成 函数 简单 地 写成 


f= gp, 
并 且 将 gp 称 为 算 子 或 映射 4 和 ”的 (符号 ) "和 
b， 链 式 法 则 


如 果 函 数 9 和 w 在 它们 各 自 的 定义 区 间 上 是 连续 的 ， 则 复合 
降 数 Aiz) = glx(z)] 也 是 连续 的 ( 见 第 一 章 )- 

现在 假设 函数 p(xz) 和 9(wp) 不 仅 是 连续 的 ,而且 是 可 微 的 ， 这 
时 ， 我 们 有 下 述 基本 定理 一 一 链 式 微分 法 则 : 
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了 人 = gp) pe), (7 
于 帮 妆 局 允 于， 
# 
本 
多 和 
TP 


在 直 况 上 , 这 个 链 式 法 则 是 很 容易 理解 的 . 量 ” (ec) = lim 他 
可 以 看 作 是 微小 区 间 被 映射 wp 放大 时 的 局 部 放大 率 . 类 已 地 ，g'(p) 
是 映射 s 给 出 的 放大 率 . 在 首先 作用 2, 然后 作用 9 的 情形 下 , 结果 
是 首先 将 变量 > 的 区 间 放 大 yp' 倍 ,然后 将 所 得 到 的 变量 ” 的 区 间 
放大 9 人 入, 这 样 产生 的 总 的 放大 率 9 必定 是 公 成 的 映 对 了 = gip 
的 放大 率 . 

这 个 定理 很 容易 从 导数 的 定义 推出 事实 上 ， 如 果 我 们 假设 在 
变量 x 的 闭 区 间 上 w'(z) 去 0, 那么 这 个 定理 的 证 明 在 直观 上 几乎 
是 十 分 明显 的 . 这 时 , 因为 Az = zz 一 zi 关 0, 所 以 根据 中 值 定理 ， 
我 们 有 


Ap= Pa- P1= P22) — Pr) = pATA0 (rl <€ < a), 


并 月 Ag = glip2) -glP1), 人 Af = f(z2) 一 fz), 我 们 可 以 写 出 


由 于 A #0, 这 个 恒等式 是 有 意义 的 .现在 ， 当 Az 一 0 时 ( 即 当 
za 二 zl 时 ) Ae 一 0 因此 ， 当 As 一 0 时 ， 各 个 差 商 分 别 趋 向 于 
各 自 的 极限 ， 于 是 定理 得 证 . 
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为 了 避免 明确 假设 p(w) 关 0 我 们 可 以 不 用 p(xz) 来 除 ， 而 按 
下 述 稿 误 细 致 一 些 的 方法 来 处 理 . 
由 gty) 在 点 ” 是 可 微 的 这 一 假设 ， 我 们 得 知 ， 量 < = 名 一 


ge), 对 于 固定 的 P, 作为 Ap 的 函数 (Ap 关 0, 当 Ap 一 0 时 其 
极 轩 为 零 ， 如 果 对 于 Ap = 0, 定义 < = 0, 我 们 则 有 

Ag= [9 (9) + elAw, 
这 里 对 Ay 未 加 限制 。 类 饼 地 ， 对 于 回 定 的 z, 有 


Ap 一 gz 二 Am 一 oo) 一 ij 人) 十 由 Am 


其 中 dimo7=0 于 是 对 于 Az 去 0 和 = gtx), 有 


如 =Bgeata 人 各 = 区 +aw 加 + 由 


当 Az 通 过 非 稚 什 赵 向 于 稚 时 , 我们 有 imyAe = 0, 因而 iu 一 
0, 于 是 


Ag _ fo 
dm As = lim oo) +e dim LA (x)—]= gv) pr), 


链 式 法 则 得 证 . 
连续 应 用 链 式 法 则 ， 我 们 便 可 将 公式 直接 推广 到 由 两 个 以 上 
的 函数 复合 而 成 的 情形 ， 例 如 ， 如 果 


y= gu, = p02 = WT), 
这 时 3y = fz) = glp(Wz))] 是 z 的 复合 两 数 ， 其 导数 可 按 下 列 法 
则 得 到 : 
至 -== 


对 于 由 任意 多 个 函数 合成 的 汪 数 ， 类 似 的 关系 式 也 成 立 . 
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复合 函数 的 高 阶 导 数 . 重复 应 用 链 式 法 则 以 及 前 面 的 微分 法 
则 ， 不 难 求 得 y= seta 的 高 阶 导数 : 
一 古本 = 


WM po 


= 9 + 9p", 


Ht Worm 十 rg 


=p + Bg pp 十 gf 


我 们 可 以 继续 推出 对 于 yw” 等 等 类 似 的 公式 . 
最 后 ， 让 我 们 来 考察 一 下 两 个 互 北 的 函数 的 复合 函数 9(y) 
是 函数 y= wp(2) 的 反 函 数 ， 如 果 f(z) = glwp(2)] = xz. 由 此 可 知 ， 
f(z) = 9 (yp (7) =1, 


这 与 3.2 节 (第 233 页 ) 的 结果 完全 相同 . 
例 ”作为 应 用 链 式 法 则 的 一 个 简单 而 重要 的 例子 ， 我 们 来 微 
分 ze(z > 0), 其 中 a 是 任意 实数 ， 在 第 二 章 ， 我 们 曾 定义 


ae 一 ealogs; 
对 于 efz) = logzy(o = au gg) = cy, 我 们 也 曾 证 明 
ve) = TW) = og) = 


现在 ， zs 是 复合 郑 数 9{%[e(z)jj, 应 用 链 式 法 则 ， 得 到 一 般 公式 
d 


a of do 
= (Ws) 
alogz a 
al ae = a 
zz 名 
因此 
d ol 


or 


当 a 为 无 理 数 时 ， 如 果 我 们 将 zx* 定义 为 具有 有 理 指 数 的 宕 函数 的 
极限 ， 而 试图 直接 从 这 个 定义 出 发 ,那么 我 们 也 能 证 明 上 述 公式 ， 
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fr £ 1) 
~ atl i 


万 是 这 个 微分 公式 的 直接 推论 . 
作为 第 二 个 例子 ， 我 们 考虑 
y= V1— 2 三 y = VF, 
其 中 =1 一 zw 而 -1<z<1. 由 链 式 法 则 得 到 


区 
VI 


站 
YI 


通过 下 列 简短 的 计算 ， 还 可 给 出 另 外 一 些 例子 . 
1.y= arc snvi 一 到 (1<4z<lzr0i 


面 1 dv 到 
dr MIT) dr 


1 一 人 一 1 {a} 
= -一 一 一 一 = -一 一 -sgnfz)- 
lz| VE- 下 VT 一 到 可 


{its 
2. y= YI {-l1<z<1) 
1+z 
dy 1 (1) 
de 1+g dr 
1—% 
Vl- 2 1 


“22 -2 0a) ea 


3. 5 二 logto|. 当 x > 0 时 ， 这 个 函数 可 以 直接 写 为 log%， 
当 w <0 时 可 以 表示 为 Iog(-2). 当 z > 0 时 ， 
dloglz| _ dlogz _1 


fr dr 多 
1T) 函 散 logz 只 是 当 x > 0 时 才 有 定义 ， 而 loglz 除 = 一 0 以 外 处 处 有 定义 
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当 z < 0 时 ， 出 链 式 法 划 我 们 得 到 
dloglz| _ dlog(-s) _ 1 dm) 1 


dr dr -x dr 了 
因此 ， 一 般 说 来 ， 当 x 了 关 0 时 
dloglzl _ 1 
dr 


4. y 二 a7, 由 oz 的 定义 ， 我 们 有 


其 中 plz) = (oga)z. 于 是 
dar _ de? dyp 


室 = 和 军团 -etoga)= (osoor 


在 第 243 页 上 ， 我 们 由 或 反 函 数 的 导数 的 法 则 已 经 得 到 同样 的 结 
果 . 
5.9 = [zj 加 - 因为 


[fz)]?® = ee 人 


其 中 plz) = g(z)log[fz)], 我 们 得 到 


UPD =er (yee f+ 有 


f 
-Upe (giooaa + ES). 
例如 ， 当 gfz) = f(z) = zx 时， 我们 有 
公 一 zzllogz 二 DT 


c. 广义 微分 中 值 定 理 
作为 链 式 法 则 的 一 个 应 用 , 我 们 来 推导 广义 微分 中 值 定理 ， 考 
虑 两 个 函数 F(z) 和 Gtx), 它们 在 z 轴 的 闭 区 向 [c, 相 上 是 连续 的 ， 
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并 在 这 个 区 则 的 内 部 是 可 微 的 ， 我 们 假设 Ge) 是 正 的 、 将 通常 的 
贫 分 学 中 信 定 理 分 别 应 用 于 到 和 G, 给 出 差 商 
F(b) — Fla) 
Gb) — Gla) 
的 表达 式 : 
FO Fo) Fr-a _ FO 
GSO- GME Fn) 

共 中 和 避 是 并 区 癌 fa, 内 的 两 个 适当 的 中 辐 信 广义 让 信 定 理 
说 的 是 ， 我 们 可 以 将 这 个 差 商 写 成 更 简单 的 形式 

FO Fa) _ Pe) 

GH-G) GO 
其 中 F' 和 G 是 在 同一 个 中 间 信 4 上 取 情 的 . 

为 证明 这 个 写本 我 们 引入 4= Ga) 作为 下 中 的 自 变量 
由 假设 0' > 0, 我 们 得 知 ， 函数 4 = G(z) 在 区 则 [6 名 上 是 单调 
的 ， 因 而 就 有 定义 在 区 间 le, 可 上 的 反 弄 数 > = 4( 四 , 其 相 = 
Gia),8 = G 乓 , 因此 ， 复 全 少数 Ft = ff 对 于 区 间 fc, 同 上 
的 有 定义 ， 由 通常 的 中 信和 定理 ， 我 们 得 到 
FO) Fla) = 1(8) ~ f(a) = ja 
= FIG® ~ Gal, 

其 中 是 a 和 及 之 同 的 一 个 适当 的 值 ， 又 由 链 式 法 则 ， 我 们 推出 


7 的 = 是 epol- le-= 瑟 全 
而 在 区 间 人 号 内 对 于 “= 存在 对 应 的 一 个 值 2 = 30 = 《 
于 是 PrO) = 总 2 ,从 而 得 到 广义 中 信 定 至 


3.4 ”指数 函数 的 某 些 应 用 


不 及 指数 函数 的 问题 种 类 繁多 , 这 就 说 明 指数 函数 在 各 方 而 的 
应 用 当中 都 是 十 分 重要 的 . 
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a. 用 微分 方程 定义 指数 函数 


我 们 能 够 通过 一 种 简单 的 性 质 来 定义 指数 函数 , 在 一 些 特殊 的 
情况 下 ， 应 用 这 种 性 质 可 以 避免 许多 详细 的 论证 . 
如 本 歼 一 /0) 六 形式 为 


y=ay (8) 
的 太 各 , 末 中 “是 各 数 册 ?有 有 并 


y= f(t) = ce ， 


中 。 也 是 ; 相 怕 , 名 -个 形 式 为 ”的 硬 妆 凡是 方 和 
yay. 

因为 方程 (8) 表示 函数 及 其 导数 之 间 的 一 种 关系 ， 所 以 称 为 指 
政要 的 全 分 方 和 

显然 ， 当 c 是 任意 常数 时 ，y = ce”” 满足 这 个 方程 . 反之, 任 
何其 他 函数 都 不 满足 微分 方程 Y 一 ay = 0. 因为 如 果 9 是 满足 这 
个 方程 的 一 个 函数 ， 我 们 考虑 函数 “ = ye “”*. 这 时 ， 我 们 有 


二 


1 pe-ar 


u = ye 一 age ®® 


一 e (yy ~ oy). 


然而 ， 由 于 我 们 已 经 仿 设 y= ay, 所 以 右 端 等 于 零 ， 因 此 w = 0， 
于 是 xz 是 常数 (第 197 页 ), 正如 我 们 要 证 明 的 ， y = ce””*， 

现在 我 们 将 这 个 定理 应 用 于 几 个 实例 . 
b. 连续 复 利 、 放 射 性 虹 变 
由 于 定期 利息 而 扩大 的 资本 总 和 (或 称 本 金 ) 在 利息 期 间 是 以 
下 述 突变 的 形式 而 增加 的 .如 果 100a 是 百 分 利 率 ， 并 且 自然 增长 


的 利息 在 每 年 末 加 入 本 人 金 , 则 = 年 以 后 ,开始 时 为 1 的 本 金 的 积累 
值 将 是 


{1+a)”, 
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然而 ， 如 果 利 息 不 是 在 每 年 之 未 而 是 在 一 年 的 每 ”分 之 一 之 
末 加 入 到 本 使 里 面 ， 那么 z 年 以 后 ， 资 本 总 和 将 达到 


(+ 二 

了 

为 简单 起 见 ， 取 z = 1, 我 们 得 知 开始 时 为 1 的 资本 在 -年 以 后 将 
增长 到 

am 

人 十 三 ) ， 


现在 ， 如 果 我 们 令 ” 无限 增 大 ， 电 就 是 说 ， 在 越 来 越 短 的 期 间 内 将 
利息 计 入 本 爹 , 则 其 极限 情况 意味 着 随时 将 复 利 计 入 本 爹 ; 于 是 , 一 
年 之 后 的 资本 总 和 将 是 原 有 本 金 的 ee 倍 { 见 第 171 页 ) 类 似 地 ， 
如 果 继 续 按 这 种 方式 来 计算 利息 ， 那 么 原来 为 1 的 本 金 硅 zx 年 之 
后 将 增加 到 e**; 这 里 > 可 以 是 任何 整数 或 非 整 数 . 

许多 这 种 类 型 的 例子 都 不 难 归 入 3.4 节 a 论题 的 范围 中 去 例 
如 , 我 们 考虑 由 数 Y 表示 的 一 个 量 , 这 个 量 随 时 间 而 增加 (或 减少 )， 
而 增加 :或 减少 ) 的 速率 与 其 总 量 成 正比 ”如果 以 对 间 为 自 变量 ， 
那么 增长 率 就 是 形式 为 # = cg 的 一 个 规律 ,其 中 比例 因子 a 是 正 
的 还 是 负 的 ， 取 决 于 这 个 量 是 增加 还 是 三 少 、 于 是 , 根据 3.4 节 a 
量 y 本 身 可 由 公式 


3 


Y= ce 


给 出 ， 如 时 我 们 考虑 村 刻 z = 0, 即 可 明了 常数 的 意义 ， 当 z==0 
时 ， ee = 1, 我 们 得 知 c= Ww 是 在 时 间 开始 时 的 数量 ， 于 是 可 以 
写成 


有 一 De 
一 个 具有 代表 性 的 铀 子 就 是 放射 性 晓 变 . 在 任 一 时 刻 , 放射 性 
物质 的 总 量 y 减少 的 速率 都 同 这 一 时 刻 存在 的 物质 总 景 成 正比 ; 这 
一 点 是 可 以 理解 到 的 , 因为 每 一 部 分 物质 碱 少 的 速度 同 其 他 每 一 部 
分 物质 是 -- 料 的 . 所以， 所 时 徊 前 函数 来 表示 物质 总 量 y, 应 满足 
形式 为 多 = -ky 的 关系 式 ， 其 中 上 应 取 正 值 ， 因 为 我 们 指 的 是 减 
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少 着 的 量 ， 于 是 ， 物 质 总 量 可 以 表示 为 时 间 的 皮 数 ， y = yoe- 导 ， 
其 中 gi 是 在 时 间 开 兹 时 (时 间 = = 0) 物质 的 总 基 . 

在 一 定 的 时 间 7 以 后 ， 放 射 性 物质 将 减少 到 其 初始 总 量 的 - 
半 .， 这 个 所 谓 的 半 训 其 7 由 下 列 方 释 给 出 : 


1 
B= Ye", 


宙 此 方程 我 们 立即 得 到 了 二 二 Yog2. 
物体 认同 转 介 质 准 却 或 加 区 


出 现 指数 函数 的 另 一 个 典型 例子 是 物体 冷却 , 例如 浸入 很 大 的 
低温 水 模 中 的 温度 均匀 的 金属 板 的 冷却 问题 . 假设 水 檀 本 身 很 大 ， 
以 臻 其 温度 不 受 冷 却 过程 的 影响 ， 我 们 还 侵 设 ， 在 每 一 时 刻 ， 浸 入 
水 槽 之 物体 的 各 部 分 都 具有 同样 的 温度 , 并 且 温度 变化 的 速率 同 物 
体 的 温度 与 周围 介质 的 温度 之 差 成 正比 [牛顿 冷却 定律 ). 

如 果 我 们 用 x 表示 时 间 ， 用 y = Ylz) 表示 物体 与 水 档 之 间 的 
温度 差 ， 那 么 这 个 冷却 定律 就 可 以 表示 为 下 列 方程， 


Y= 一 Ay, 


其 中 上 是正 的 常数 te 值 表 征 物体 物质 的 物理 特性 ). 从 这 个 表示 给 
定时 刻 冷 却 过 程 的 效应 的 闹 分 方程 ， 我 们 利用 第 251 页 式 (8), 就 
得 到 形式 为 


Y=ce 


的 “积分 律 ", 它 给 出 任意 时 刻 2 的 温度 差 。 此 式 说 明 ， 温 度 “ 按 
数 方式 " 下 降 ， 并 且 逐 渐变 得 等 子 外 界 的 温度 .温度 下 降 快 焊 的 
度 由 数 坟 来 次 定 常数 c 的 意义 同 前 面 一 样 ， 在 这 里 是 2 = 0 时 的 
初始 温度 差 ， wo = c, 学 是 这 个 冷却 定律 可 以 写 为 下 列 形式 : 


暴 带 


y= We 
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显然 ， 上 述 讨论 虫 适用 于 物体 加 热 的 场合 ， 不 司 的 只 是 这 时 初 
始 汤 度 蔗 如 是 负 的 而 不 是 正 的 ， 


4. 大 气压 随地 面 上 的 高 度 的 变化 


出 纲 指 数 隆 数 的 又 一 个 例子 是 大 气压 陆 高 度 的 变化 : 我 们 利用 
两 个 物理 事实 (1) 大 气压 等 于 地 疝 单 位 面积 垂直 上 方 空 气 柱 的 重 
量 ，(2) 波 义 耳 定 律 , 按照 这 个 定律 , 在 给 定 的 常温 下 , 空气 的 庄 力 
了 同 空气 的 密度 = 成 正比 .用 符号 来 表示 ， 波 义 耳 定律 是 p = cc， 
其 中 a 是 一个 常数 ， 它 取决 于 空气 的 特定 的 物理 性 质 . 我 们 的 问题 
是 要 确定 作为 离 地 看 的 高 度 ;的 函数 p = fth). 

如 果 我 们 用 po 表示 地 面 的 大 气压 , 即 单位 面积 上 承受 的 空气 柱 
的 总 重量 , 用 9 表示 引力 常数 , 用 ol 和 ) 表示 离 地 面 高 度 为 A 之 处 的 
空气 密度 , 那么 直到 离 度 为 上 的 空气 柱 的 至 量 则 由 积分 9 人 oN 
给 出 中. 因此 ， 高 度 ;处 的 大 气压 是 


p= fh)=po -sf va 
进行 微分 ， 则 得 到 压力 p= fth) 和 密度 (hm 之 癌 的 下 列 关系 式 : 
90(D) = -f(D) = —p". 


现在 我 们 利用 波 义 耳 定 律 认 这 个 方程 中 消去 量 o， 于 是 得 到 方程 
FY = 一 (所)p, 其 中 只 含 一 个 压力 未 知 东 数 .由 第 251 页 式 (8) 得 
到 


pH 一 ce 全 
如 果 像 二 面 那样 ， 我 们 用 po 表示 地 面 的 大 气压 f(0), 则 立即 可 知 
< 一 po, 结果 辣 
一 /各 =poe- 全 . 
1 go(》) 是 高 度 和 外 每 单位 体积 空气 的 重重 . 
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取 对 数 以 后 ， 得 到 
h= log Pe. 
9g p 


我 们 经 常会 用 到 这 两 个 公式 . 例如， 如 果 常 数 a 已 知 ， 根 据 这 两 个 
公式 ,我 们 便 可 由 气压 计 测 得 的 大 气压 来 求 某 一 处 的 高 度 , 或 者 首 
过 测量 某 两 处 的 大 气压 来 求 这 两 处 的 高 度 差 . 此 外 ， 如 果 大 气压 和 
高 度 h 均 已 知 ， 我 们 则 可 确定 在 气体 理论 中 具有 重大 意义 的 常数 


a. 


e. 化 学 反应 过 程 
现在 我 们 来 考虑 一 个 取 自 化 学 的 例子 , 即 所 谓 单 分 子 反 应 . 我 

们 假设 物质 溶解 于 大 量 的 溶剂 之 中 , 譬如 说 一 定数 量 的 蔗糖 溶解 于 
水 中 . 如 果 发 生化 学 反应 ， 那 么 在 这 种 情况 下 化 学 中 质量 作用 定律 
表明 : 反应 的 速率 同 正在 进行 反应 的 物质 的 数量 成 正比 . 我 们 假设 ， 
莽 糖 由 于 催化 作用 乏 渐 变 为 转化 糖 ， 并 且 用 VD) 表示 在 时 刻 = 时 
尚未 变化 的 莽 糖 的 数量 . 于 是 ， 反 应 的 速率 是 一 到 ,根据 质量 作 有 
定律 ， 下 列 形式 的 方程 成 立 : 

du 

= 一 大 2 
中 是 与 进行 反应 的 物质 有 关 的 常数 . 像 第 251 页 那样 ， 从 这 个 
瞬时 的 微分 律 ， 我 们 立即 得 到 积分 律 


uF) = ge, 


这 个 定律 作为 一 个 时 间 的 函数 给 出 了 莽 糖 的 数量 . 它 清楚 地 说 明 ， 
化 学 反应 如 何 逐 渐 地 趋向 于 其 最 终 状 态 u = 0, 即 进行 反应 的 物质 
完全 转化 ， 常 数 a 显然 是 = = 0 时 存在 的 蔗糖 数量 . 

f, 电路 的 接 通 或 断 开 


作为 最 后 一 个 例子 , 我 们 来 考察 当 接 通 或 切断 电路 时 直流 电流 
的 产生 或 消失 过 程 . 如 果 忆 是 电路 的 电阻 ， 忆 是 电动 势 (电压 ), 电 
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流 了 由 其 最 初 的 零 值 逐渐 增加 到 最 终 的 稳定 值 .因此 ， 我 们 必 
须 插 了 看 作为 时 间 > 的 函数 ,电流 的 产生 与 电路 的 自 感 有 关 ; 电路 
县 有 一 个 特征 常数 一- 自 感 东 数 ,其 性 壬 是 ， 当 电流 增加 时 ， 将 
产生 一 个 与 外 加 电动 笋 相反 的 ,大 小 为 性 的 电动 势 由 欧 交 
定律 可 知 ,在 每 “时 刻 ， 电 朋 与 电流 的 乘积 部 等 于 实际 有 效 电压 ， 
于 是 我 们 得 于 关系 式 


IR=E~L—o. 
站 


d: 
1( = 1(s) 一 融 ， 
我 们 立即 求 出 P(e) = 一 (于)f(), 因此 由 第 251 页 式 (8) 有 f(z) = 
f(0)e- 全. 注意 到 7(0) = 0 我 们 得 知 1(0) = 一 号; 于 是 ， 作 为 一 


个 时 间 的 函数 ， 我 们 得 到 电流 的 表达 式 
T= ya+ 呈 = 且 (-e 全 ) 


读 个 表达 式 说 明 当 电 路 接 通 时 电流 是 如 何 产 近 地 趋 向 二 其 稳定 值 
RR 


3.5 ” 双 曲 函数 
a 分 析 的 定义 
在 许多 应 用 由， 指数 本数 还 以 下 列 组 合 的 形式 志 现 ， 
到 ee 或 二 (ce -ec)， 


作为 一 些 特定 的 函数 ， 引 入 这 些 组 合 以 及 类 做 的 一 些 组 合 确 是 很 方 
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便 的 ;我 们 把 它 人 表示 如 下 ， 


加 ez > 
inha 一 hz 一 { 
sim] 了 ， Coshz 可 ， {9a) 
tanhr = 7° , coths= Se, (9b) 
Ee Ee 


并 分 别称 为 邓 晶 正弦 、 双 曲 余 强 、 双 曲 正切 和 双 曲 余 切 . 函数 


wee reeres 


sinh 2, cosha 和 tanhz 对 于 一 切 z 值 都 有 定义 ， 而 对 于 cothz 来 
说 , 点 z = 0 必须 除外 . 选用 这 样 一 些 名 称 , 是 为 了 表明 它们 同 三 角 
肖 数 有 着 某 种 类 似 ; 正 是 这 种 我 们 将 要 详细 研究 的 相似 性 , 证 明 我 们 
特别 来 考察 一 下 这 些 新 函数 的 合理 性 . 图 3.9. 3.10 和 3.11, 给 出 了 


了 
+ 
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图 3.10 


图 3.11 


双 由 关 数 的 图 形 ; 图 3.9 中 的 虚线 是 y ( 池 ) = 和 v (去 )e 
的 图 形 ， 由 这 些 图 形 很 容易 作出 sinhz 和 cosh z 的 图 形 . 

显然 ， coshz 是 偶 函 数 , 即 当 把 > 换 为 -z 时 该 函数 保持 不 
变 而 sinhs 是 亲生 数 , 即 当 把 斤 为 -< 时 访 夯 数 变 号 ( 见 第 32 
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页 ) 
根据 定义 ， 函 数 
erte™ 


2 


对 于 一 切 z 值 都 是 正 的 并 且 不 小 于 1. 当 z =0 时 ， 这 个 函数 取景 
小 值 。 sosh0 一 工 
出 定 六 可 以 直接 推出 cosh x 和 sinh r 之 间 的 基本 关系 式 


coshz 一 


cosh2z — sinh?e = 1. 
现在 。 如果 我 们 不 用 x 而 用 t 来 表示 自 变量 ， 并 且 记 
r=cosht, y= sinkt, 


则 有 


1: 


也 就 是 说 、 当 t 取 浪 由 一 00 到 +eo 之 间 的 一 切 值 时 ， 举 标 为 > = 
cosht,y = sinht 的 点 将 沿 着 等 轴 双 曲线 x? 一 岂 = 1 移动， 按照 所 
定义 的 方程 ， > > 1, 并 且 由 上 述 公式 显然 可 知 ， 当 t 取信 由 -oo 
到 +oc 之 间 的 一 切 值 时 ，y 将 多 及 由 一 oo 到 +>o 之 间 的 一 切 值 ; 
因为 ， 当 + 趋向 于 无 穷 大 时 e# 趋向 于 无 穷 大 ， 而 e~! 则 趋向 于 零 . 
所 以 ， 我 们 可 以 更 确切 地 说 ， 当 上 取 痪 由 -oo 到 ~oc 之 间 的 一 切 
值 时 ， 方 程 > = cosht,y = sinht 给 出 等 灿 双 曲线 的 - - 支 ， 即 右边 
的 一 支 . 


b. 加 法 定理 和 微分 公式 
由 双 则 函数 的 定义 ， 我 们 得 到 双 则 函数 的 加 法 定理 : 


cosh lat = coshe coshb + sinhea sinhb, an 
10, 
sinh fa 十 站 = sinha coshb + cosh a sinhb. 
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如 果 我 们 写 出 


pb —ap—b 
cosh(a tb) = < te es 


5 ， 
apb pas-b 
sinh(a +b) = Tee, 
2 
并 将 
er =coshat+sinha, e-*= cosha~— sinha, 


ecoshbt+sinhb, ce r=coshb—sinhb 


代入 ， 加 法 定理 即 可 得 证 ,这 些 公式 同 相应 的 三 角 公式 之 间 是 极 
相似 的 . 加 法 定理 中 的 唯一 差别 在 于 第 一 个 公式 中 有 -个 符号 县 不 
间 的 . . 

微分 公式 也 存在 相应 的 类 似 之 处 ， 如 果 想 到 4 = e=, 我 们 
不 难得 到 


Ecosh z = sinh z， sinh z= cosh z， 
由 前 三 个 公式 可 知 ，? = cosh = 和 y= sinh = 是 下 列 微分 广 
程 的 解 
2 = (12) 


这 个 方程 与 三 角 沙 数 cosz 和 sinz 所 满足 的 类 似 方程 也 仅仅 相差 
一 个 符号 ( 见 第 191 页 ). 


c, 反 双 曲 钞 数 
对 应 于 双 曲 丽 数 = = cosh t,y = sinh t 的 反 阔 数 ， 我 们 记 为 了 


上 一 ar cosh z， = ar sinh y. 
1 也 使 用 符号 cosh™ zx, 等 等 ， 见 第 59 页 脚注 . 
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因为 函数 sinh z 在 整个 区 间 ~> < x < co 上 是 单调 增加 的 ,所 
以 对 于 一 切 y 值 其 反 函 数 唯 一 确定 ; 另 一 方面 ,只 要 看 一 下 函数 图 
形 ( 见 第 257 素 图 3.9) 便 可 得 知 ，t = ar cosh z 不 是 唯一 确定 的 ， 
面 是 具有 两 种 符号 ， 因 为 对 应 于 一 个 给 定 的 zx 值 ， 不 仅 有 - -个 数 t 
而 且 还 有 一 个 数 一 t. 因为 对 于 - - 切 圭 值 ， 有 cosk t 之 1, 所 以 其 反 
函数 ar cosh x 只 是 对 于 z 之 1 六 有 定义 ， 
我 们 不 难 用 对 数 来 表示 这 些 反 函 数 ， 只 须 将 定义 

te et—e 
a 加 


中 的 e = 如 看 作为 未 知 量 ， 关 且 由 这 些 :二 次 ) 方程 解 出 来 ， 


wsiVil w=ytyytl 


因为 u = e! 只 能 具有 正 值 ， 所 以 第 二 个 方程 中 的 平方 根 必须 取 正 
号 ， 而 第 一 个 方程 中 的 平方 根 既 可 取 正 号 也 可 取 负 号 ( 正 相应 于 上 
面 指出 的 那 两 种 情况 ). 如 果 写 成 对 数 形式 ， 则 有 t= logu, 因此 


t=!log(r TI V2 1)=arcons (9) 
t= log(y + Vy +1) = ar sinh y. 
在 ar cosh zx 的 情况 中 ， 变 量 > 只 限于 取 区 各 x > 1 上 的 值 ， 
而 ar sinhy 对 于 一 切 3 信 都 有 定义 . 
方程 (13) 给 出 ar cosh z 的 两 个 值 
log(z + Vr? —1) 和 loglz — vr? —1), 


它们 对 应 于 ar cosh z 的 两 个 分 支 ， 因 为 


(r+ Vr- va-1=1, 


所 以 ar cosh > 的 这 两 个 值 之 和 为 零 ， 这 同 前 面 指出 的 具有 两 种 
符号 是 一 致 的 . 


D inh reosh t>0, 
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我 们 能 够 类 伏地 定义 双 曲 正切 和 双 曲 余 切 的 反 函 数 ， 并 且 也 能 
用 对 数 来 表示 .我 们 将 这 些 反 函数 记 为 ar tanh z 和 ar coth zx; 如 
黑 都 用 x 来 瑚 示 自 变量 ， 我 们 不 难得 到 
工 十 了 
IT 二 z 
z+1 
z—1 


在 区 间 一 1 < z < 1 内 ， 


ar tanh z = Flog 
(14) 


1 
ar cothz = 3 log 在 区 间 z < -1l,z > 1 内 . 


读者 自己 可 以 对 这 些 反 函 数 进行 微分 ; 虐 可 以 应 用 反 明 数 的 微 
分 法 则 ， 也 可 以 取 这 些 反 函 数 的 对 数 表达 式 帅 应 用 链 式 法 则 ,如果 
把 = 作 自 变量 ， 则 结果 是 


了 士 1 a inh 1 

T cosh z= ar = 

dr i dr YT Vir’ {15) 
a 1 a 1 

me taht hm the 


后 两 个 公式 彼此 并 不 矛盾 , 因为 前 者 只 是 对 -1 < x < 1 成 立 , 后 者 
只 是 对 < -1 和 1< 成立， 在 第 一 个 公式 中 导数 -ar cosh = 
的 两 个 值 (分 别 取 正 号 和 负 号 ), 对 应 于 曲线 = ar cosh > = log{z 土 
Vx 一 1) 的 两 个 不 同 的 分 支 . 


qd. 与 三 角 函 数 的 其 他 相似 性 


双 曲 函数 同 三 角 函 数 之 间 的 相似 性 并 不 是 偶然 的 . 如 果 我 们 像 
在 后 面 7.7 节 a 中 所 做 的 那样, 用 虚 变 量 来 考察 这 些 函 数 , 那么 二 者 
相似 性 的 更 深刻 原因 就 会 变 得 十 分 明显 .这 时 ， 我 们 可 以 折 cosh z 
和 cos(iz),sinh z 和 GE sin(iz) 等 同 起 来 ， 其 中 让 = VI. 这 一 
事实 显然 使 得 每 一 个 含 三 角 函 数 的 关系 式 都 对 应 着 相似 的 双 曲 函 
数 关 系 式 . 这 许多 相似 性 都 存在 着 很 有 意义 的 几何 解释 痉 物 理解 释 
(也 可 参 网 第 四 章 ， 4.1 节 分 . 

在 上 面 用 量 t 来 表示 等 轴 双 曲线 时 ， 我 们 并 没有 对 “参数 "t 本 
身 赋予 任何 几何 意义 . 现在 我 们 再 来 讨论 这 个 论题 ， 则 会 发 现 三 角 
玛 数 同 双 曲 函数 的 另 一 些 相 似 之 处 ， 如 果 我 们 通过 参数 上 以 < = 
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cost,y = sint 的 形式 来 表示 方程 为 x? 十 只 = 1 的 图， 则 可 将 量 t 
解释 为 一 个 角 或 者 解释 为 沿 图 周 度 量 的 弧 长 然而， 我 们 也 可 将 # 
看 作为 对 应 于 该 角 的 男 肩 形 面 积 的 二 傍 ， 面 积 为 正 还 是 为 负 ， 取决 
于 该 前 是 正 的 还 是 抽 的 . 


了 ， 


图 3.42 


现在 我 们 可 以 类 似 地 说 , 对 于 双 曲 函数 , 量 ! 是 关于 z? 一 y? =1 
铭 双 曲 评 形 〈 图 3.12 中 斜 线 所 示 部 分 ) 的 面积 的 二 倍 0. 把 解释 
为 面积 . 这 正 是 将 反 双 曲 函 数 称 为 上 = ar cosh z 和 上 = ar sinhy 的 
原因 2. 其 证 明 并 不 难得 到 ， 只 要 我 们 通过 坐标 变换 


zy=V2，z+y= Vn 


攻关 于 另 一 种 证 明 ， 见 第 四 章 ， 4.1 性 k. 
中 正 像 世 二 anc cos z 撕 的 是 单 全 圆 的 现 长 那样 ，: = ar cosh zx 指 的 是 与 等 轴 


双 出 绕 x? 一 42 = 1 有 关 的 面积 . 顺 优 损 出 ， + 不 是 双 曲 线 的 弧 长 - 
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图 3.13 
使 得 双 册 线 的 渐 近 线 成 为 坐标 辆 ;在 这 些 新 的 堂 标 之 下 ， 双 曲线 的 


方 各 是 1 一 至 - 因为 09 和 QP 的 长 度 分 别 是 和 也 ， 两 个 直 


角 三 角形 OPQ 和 04 的 面积 都 是 工 , 所 以 双 则 让 形 的 而 积 等 于 
图 形 48QP 的 面积 显然， 点 4 和 点 日 的 坐标 分 别 是 

l,l _ ry, ety 

(A 


于 是 我 们 得 到 双 巾 扇形 面积 的 二 信和 是 


(wt ya 1 有 
2 上 人 (二 十 一 log(z 十 内 =iogfzVzz 一 1 
(让 (+= ‘og r VE 


然而 根据 第 261 页 方程 (13)， 上 式 右 端 等 于 t, 二 而 我 们 的 论断 得 
证 . 
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总 之 ,我 们 可 以 指出 如 图 3.13 所 示 ， 双 曲 函数 在 图 形 上 可 以 
通过 双 曲 线 来 去 示 ， 正 像 二 角 函 数 可 以 前 过 圆 来 表示 一 样 


3.6 ”最 大 值 和 最 小 值 问题 


在 多 种 应 用 中 ， 我 们 首先 来 锯 述 函数 的 最 大 值 和 最 小 信和 的 理 
论 ， 并 联系 二 阶 导 数 进行 几何 上 的 讨论 


a. 曲线 的 下 旺 和 上 王 


根据 定义 ,导数 1'(z) = 党 四 表示 曲线 3 一 f(z) 的 余兴 ,函数 


fr(z) ( 即 曲 线 y = fz) 的 斜率 ) 和 表 是 由 导数 世人 名 = 人 人 
即 7 的 二 阶 导数 给 出 的 ， 如 此 等 等 ， 如果 二 阶 针 wjrtoj 生 上 
= 是 正 的 ， 那 么 由 连续 性 (我 们 假设 ),P"tz) 就 在 点 z 的 其 一 个 邻 域 
内 是 正 的 ,于 是 在 这 个 令 域 内 导数 >] 随 * 值 增加 曾 增 加 . 
此 ， 由 线 y = f(z) 是 向 下 四 的 ， 这 时 ， 函 数 F(z) 或 曲线 9 二 FD) 
称 为 严格 下 呈 的 . 如果 PP(c) 是 和 负 的 ， 区 函数 和 曲线 称 为 上 四 的 
.所 以 ， 当 Pr(a] > 0 时 ， 在 点 z 的 部 域内 ， 曲 线 处 于 其 切线 的 
上 上 方 ， 而 尖 产 (2) < 0 时 ， 曲 线 则 处 于 切线 的 下 方 ( 见 图 3.14a 和 
3.14bj( 参 阅 第 225 页 问题 4 和 5.6 节 )- 

拐点 

我 们 下 震 要 特别 加 以 考虑 的 愉 是 在 (一 1 的 一 些 点 一 和 
说 来 ， 兴 «通过 这 种 点 时 ， 二 阶 导数 将 改变 其 符号 ， 因 此 ,这 种 点 
是 上 述 丙种 情况 之 问 的 转折 点 ， 也 就 是 说 ， 在 这 种 点 的 一 过 雪线 处 

1) 这 里 我 们 利用 了 在 直观 上 是 明 最 的 结果 如果 连续 画 数 g{z), 在 点 zo 是 正 的 

则 在 xo 的 充分 小 的 邻 域内 苍 一 切 点 (只 要 它们 周 于 了 的 定义 域 ) 也 是 正 的 ， 正 式 还 明 
很 简单 . 由 9 在 zo 的 连续 性 , 我 们 得 知 : 对 于 每 一 个 正 的 =, 在 点 ro 的 充分 小 的 邻 城 


[一 zo| < 二 内 的 一 切 点 x 上 , 天 等 式 ip(zy 一 9(zol| < < 都 或 立 因为 fa > 0, 我 们 
可 以 将 数值 eeo) 取 作 为 s， 于 是 在 某 个 邻 城内 ，|9iz) 一 9(zo)| < 本 3(zo) 这 时， 


因为 geo) ~ gtx) < letz] 一 gtzo)| < 二 ceoy, 相 以 本 以 的 gtz) > 二 sz0) > 0 
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Y= f(x) 


y= ft 


| 
| 
| 
| 
{a) 全 

图 314 (a)f"(s) >0; (bf(z)<0 
于 血统 的 上 方 ， 在 另 一 边 切 线 处 于 曲线 的 下 方 ， 而 切线 在 该 点 上 穿 
过 曲线 ( 见 图 3.15). 这 种 点 称 为 遇 线 的 拐点 , 其 对 应 的 切线 称 为 扣 
切线 


四 


~ 


FJ 


=| 


图 3.15 ”拐点 


一 个 最 简单 的 例子 是 函数 y = 2 一 一 立方 抛物 线 ， 对 此 ， z 
轴 本 身 就 是 在 拐点 > = 0 处 的 拐 切线 ( 见 第 236 页 ， 图 3.3). 另 一 
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个 例子 是 亢 数 f(z) = sin z, 对 于 这 个 函数 ， 


fz)= 


dsinz dsinzx 
= = 一 Sin z- 


一 cosz， f(r) -一 


由 此 ， (0) = 1 和 产 (0 = 因为 在 z=0 处 左右 所 (z] 变 号 ， 
所 以 正 强 曲 线 在 坐标 原点 具有 与 = 轴 构 成 45? 倾角 的 拐 切 线 . 

然而 , 必须 指出 的 是 , 还 存在 这 样 一 些 点 , 在 这 些 点 上 f"(x) = 
0 但 是 当 z 过 该 点 而 增加 时 "(zx) 不 变 号 ， 其 切线 并 不 穿 过 曲线 
而 是 位 于 曲线 前 一 侧 ， 例 如 曲线 y = z+ 的 整个 图 形 位 于 = 轴 的 上 
方 ， 虽 然 在 = 一 0 处 二 阶 导数 j"(z) = 12z2 等 于 零 . 


b. 最 大 值 积 最 小 值 一 一 极 值 问 题 ， 平 稳 点 


我 仁 涪 画 数 f(z) 在 点 < 达到 最 大 值 ,如果 在 点 处 的 了 值 不 
小 于 在 了 的 定义 域 中 任何 其 他 志 x 上 的 了 信也 就 是 涪 ， 对 于 使 
得 了 有 定义 的 一 切 <,， 有 f(8 > fz). 类 似 地 ， 我 们 说 f(a) 在 点 
《达到 量 小 信 , 如 果 对 于 其 定义 域 中 的 一 切 = 有 LO) < 7 
例如 ,函数 Hz) = VI= 到 在 -1 莹 2 和 1 上 有 定义 ,在 z= 士 ! 
处 达到 最 小 值 ， 而 在 = =0 处 达到 最 大 信 ， 不 难 给 出 - 些 没有 最 大 
值 或 者 没有 景 小 值 的 连续 函数 的 例子 ， 例 如 ， 函 数 flz) = 一 


+r 
(第 242 页 图 3.8) 在 定义 域 -> < z < +se 内 没有 最 小 值 ， 对 于 


0 < = < +o 定义 的 函数 f(z) = 二 ,根本 不 存在 最 大 及 最 小 值 点 ， 
然而 ， 我 们 回想 到 第 一 章 第 110 页 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 根 据 这 个 
定理 ,定义 在 有 限 闭 区 间 上 的 连续 困 孝 在 这 个 区 间 上 总 是 具有 最 天 
值 ( 癌 样 地 具有 最 小 值 ) 

我 们 的 目的 是 要 导 找 一 种 求 本 数 或 由 线 的 最 大 、 最 小 值 点 的 广 
法 在 几何 学 、 力 学 、 物 理学 以 及 其 他 领域 中 经 常会 遂 到 的 这 一 问 
愿 普 是 在 17 世纪 促使 微 积分 发展 的 重要 原因 之 一 . 


1 如 对 对 于 了 的 定义 城中 不 同 于 € 的 一 莱 x， 有 > f(z). 我 们 就 说 f(x) 在 
点 二 具 厅 严 可 的 最 大 淖 ， 点 所 称 为 严格 最 大 点 


剖 积 分 并 未 提供 确定 活 数 f(x) 的 最 大 值 . 最 小 值 的 直接 方法 ， 

但 是 它 使 我 们 可 以 求 出 所 谓 相 夺 最 大 值 、 最 小 值 点 ， 实际 的 最 大 
值 和 最 小 值 必 定 在 这 些 点 上 出 现 ， 我们 说 点 是 F(z) 的 相对 最 
大 值 (最 小 值 ) 点 ， 如 果 ftz) 在 点 上 达到 最 大 (最 小 ) 值 ,这 里 并 
不 是 同一 切 可 能 的 f(z) 之 值 相 比 ， 而 是 同 对 于 上 的 某 一 邻 域 内 
的 x 而 言 的 f(x) 之 值 相 北 ， 这 里 所 谓 点 的 邻 域 ， 我 们 入 的 是 包 
会 点 的、 可 以 为 任意 小 的 任何 开 区 间 a < ws < 3. 男 此 ， 了 的 
相对 最 大 值 最 小 值 点 5, 就 是 当 了 被 限制 在 其 定义 域 中 一 切 充分 接 
近 于 的 点 上 时 的 县 大 值 、 最 小 入 点 D. 显然 ， 函 数 的 最 太 值 、 最 
小 值 包含 在 其 相对 最 大 值 、 最 小 值 之 中 ( 见 图 3.16). [今后 ,为 与 习 
惯 一 致 ， 称 相 闪 最 大 值 、 相 对 最 小 值 为 极 大 值 和 极 小 值 ， 洗 称 为 级 
值 . 一 一 译 者 注 ) 


到 3.46 ”定义 在 区 向 fo, 驴 上 的 函数 的 图 形 ， 这 个 族 数 在 z 二 % z2,24, ze 
上 具 计 相对 最 小 从 ( 奸 概 小 和 在 z1,z3, zs,5 上 只 有 相对 最 大 亿 
人 邯 概 大 信 )， 在 上 具有 最 大 售 ， 在 z4 上 共有 最 小 信 
从 几何 上 来 说 , 极 大 值 和 极 小 值 如 果 不 是 位 于 定义 区 阅 的 端点 
上 ， 则 分 别 是 曲线 的 波峰 和 波 谷 ， 注 意图 3.16 便 可 得 知 ， 在 点 x5 


1 相对 最 大 值 点 的 正式 定义 应 当 这 样 来 叙述 ， 存 在 一 个 包含 上 的 开 区 间 ， 对 于 
这 个 区 同 中 使 得 有 有 宝 义 的 一 切 工 来 说 FL) 二 fiz 
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上 的 极 大 值 可 能 远 远 小 于 在 另 一 个 点 rz 上 的 极 小 值 . 图 3.16 还 会 
使 我 们 想到 ， 连 续 函 数 的 级 大 值 和 承 小 信 交 裕 出 现 ， 即 在 两 个 相继 
的 极 大 值 之 间 总 是 存在 一 个 极 小 值 . 

设 F(z) 是 定义 在 闭 区 同 a < > < 48 上 的 可 微 函 数 . 我 们 立即 看 
出 ,在 位 于 区 问 内 部 的 极 值 点 上 ， 有 曲线 的 切线 必定 芒 水 平 的 。 ( 正 
式 证 明 下 血 综 出 ; 因此 ， 要 在 点 fa < & < 起 上 达到 极 信 ， 条 件 


f{O=0 


是 必要 的 . 但 是 , 如果 7iE) 是 极 值 而 是 定义 区 间 鸭 端点 之 一 
则 条 件 FP(&) = 0 不 一 定 成 立 ， 我 们 只 能 说 ， 如 果 左 端点 a 是 极 大 
值 ( 极 小 值 ) 点 ， 则 直线 的 斜率 Fla) 不 是 正 的 { 负 的 ), 如 果 右 端点 
5 是 极 大 值 ( 极 小 信 ) 点 ， 则 产 (0) 不 能 是 负 的 ( 正 的 9. 

使 得 曲线 y = f(x) 的 切线 是 水 平 的 那些 点 , 即 对 应 方程 Pr 区 ) = 
0 的 根 5， 称 为 了 的 临界 点 或 平稳 点 . 可 复 四 数 7 的 一 动 极 值 点 ， 
如 果 旦 了 的 定义 域 的 内 点 ， 则 禄 是 平稳 点 ， 因 此 ， ， 重 玫 大 
点 和 最 小 信 点 ; 或 者 是 函数 的 平稳 的 交点 
这 样 ， 为 了 求 得 两 数 的 最 大 信 所 和 站 
个 端点 上 的 f 信 进 行 比较 ， 并 且 找 出 其 中 最 大 者 (最 小 者 ). 如 果 上 
在 有 限 个 点 上 不 存在 导数 ,那么 我 们 只 须 将 这 些 点 也 列 入 可 能 的 极 
信和 点 之 中 ， 并 目 对 这 些 点 上 的 信也 加 以 比较 因此。 确定 末 数 最 
大 信 及 景 小 信 的 主要 工作 就 简化 为 求 西数 导数 的 零点 ， 而 零点 的 个 
数 通 常 是 有 限 的 . | 

作为 一 个 简单 的 例子 , 让 我 们 来 确定 本 数 flz) = -ze 一 订 2 
在 区 间 -2 < z < 2 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 这 里 ， 平 称 点 即 方程 
7 = 证 ( 栈 一) =0 之 要 的 位 置 是 z=0,+1 一 1, 算出 在 这 些 
点 以 及 区 间 端 点 上 的 了 值 ， 我 们 得 到 


sz |-2 -1 0 1 2 
Fr |52 -03 0 -02 5.3 


了 ) 这 里 疡 (a} 及 产地 ) 指 的 是 右 、 左 导数 。 一 一 评 者 注 


显然 ， 极 小 值 出 现在 点 > = 二 1 上 ， 而 极 大 条 出 现在 点 = = 0 和 
z = 十 2 上. 在 区 间 的 两 个 端点 上 通 数 取 到 最 大 值 5.2; 在 点 x 一 士 1， 
晴 数 取 到 最 小 值 一 0.2 { 见 图 3.17). 


NN ---—--——-————=: 


0 ———-———~==== 


x 


图 3.17 


我 们 术 鞍 几何 直观 而 用 纯 分 折 的 方法 也 不 难 证 明 , 当 < 是 了 的 
定义 域内 部 的 极 值 点 时 ， Fr[&) = 0, 只 要 f 在 点 《 是 可 徽 的， 【 司 
第 196 页 洛 尔 定理 中 完全 类 似 的 考察 相 比 较 , ) 如 果 函 数 f(z) 在 
点 上 具有 极 大 值 ， 则 对 于 一 切 充 分 小 的 但 不 等 于 零 的 值 ,表达 式 
FE 有 则 一 FS) 必须 为 负 或 为 零 ， 所 以 ， 当 天 > 0 时 


二 有 一 Fe 
0 


而 当 疡 <0 时 
FET+ 有 -JE 、0 
-0 


270 . 


因此 ， 如 果 疡 通过 正 值 赵 向 于 零 , 则 上 式 差 商 的 极限 不 能 是 正 的 , 
而 如 果 下 通过 负 值 趋向 于 零 , 则 上 式 差 商 的 极限 不 能 是 负 的 . 然而 
由 于 我 们 已 经 假设 在 点 上 上 了 的 导数 存在 ， 这 两 个 极限 值 必须 披 
此 相等 ， 事 实 上 等 于 值 1(&), 所 以 它们 只 能 为 零 ， 即 让 (8) = 0. 对 
于 极 小 值 的 情形 ， 也 可 进行 类 似 的 证 明 . 上 述 证 明 还 表明 ， 如 果 左 
端点 = a 是 极 大 值 ( 极 小 值 ) 点 ， 则 必定 有 Po) < 0[f"'(a) > 中 
如 果 右 端点 5 是 极 大 值 ( 极 小 值 ) 点 、 则 有 产 (@) > of 区 三 0. 

表征 平稳 点 的 条 件 J(€) = 0, 决 不 是 产生 极 值 的 充分 条 件 ， 可 
能 存在 这 样 一 些 点 ， 在 这 些 点 上 导数 为 零 ， 即 切线 是 水 平 的 ， 但 是 
在 这 些 点 上 曲线 既 没 有 达到 极 大 值 ， 也 没有 达到 极 小 值 ， 这 种 情况 
是 会 发 生 的 ， 如 果 在 给 定点 上 曲线 穿 过 它 的 水 平 拐 切 线 的 话 ， 例 
如 函数 y = 2 在 点 z=0 的 情形 . 

下 述 准则 给 出 了 判定 平稳 点 是 极 大 信 点 或 极 小 值 点 的 条 件 . 这 
一 准则 适用 于 连续 函数 六 如 果 f 具有 连续 导数 六, 而 /最 多 在 
有 限 个 点 上 等 于 零 ,或 者 更 一 般 地 说 ， 适 用 于 可 袜 函 数 /如 果 所 
最 多 在 有 限 个 点 上 改变 符号 ， 

函数 flz) 在 其 义 域 的 内 点 所 上 达到 极 信 ， 当 且 仅 当 z 通 
过 这 点 时 导数 Fle 可 奖 ; 特别 是 ， 如 果 在 二 用 近 ， 其 导数 在 左 
全 点 上 为 在 右 侧 点 上 为 正 ， " 则 画 数 在 ¢ 上 达到 极 小 值 , 而 在 相 
友信 中 下 , 于 人 过 到 要 太 全 

下 面 用 中 值 定理 来 严格 地 证 明 这 一 准则 ， 首 先 我 们 注意 到 : 
由 于 AP(z) 仅 在 有 限 个 点 上 等 于 零 ， 所 以 在 《 的 左右 侧 存在 区 间 
如 <z < 有 和 5<z<ea, 使 每 个 区 间 内 7'(z) 符号 相同 。 (这 里 ， 
如 果 还 存在 使 得 户 为 零 的 其 他 点 , 则 可 将 其 中 离 6 最 近 的 零点 取 为 
如 和 总 .) 现在 , 如 果 f'(z) 在 这 两 个 区 间 内 的 符号 不 同 , 则 对 于 一 切 
充分 小 的 hh 值 , 不 论 疡 是 正 的 还 是 负 的 ，7(E+ 问 一 7 = hj'(€+8h) 
具有 相同 的 符号 ， 因 此 在 & 上 达到 极 信 ， 如 果 了 r(x) 在 这 两 个 区 间 
内 符号 相同 ， 则 当 六 变 号 时 hj + 8) 变 号 ， 因 此 在 《的 一 侧 
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fF 十 有 大 于 8), 在 的 另 一 全 f(é 十 如 小 于 了 (8), 而 不 存在 概 
值 ， 王 是 上 述 定理 得 证 . 

同时 ， 我 们 看 到 ， 如 果 在 一 个 包含 的 区 间 内 f(z) 是 可 微 的 
共 且 je) 仅 在 点 € 附近 变 号 ， 则 数值 FE) 是 函数 在 此 区 则 内 的 
最 大 值 或 最 小 值 . 

上 述 证 明 依 据 擒 是 中 信 定 型 . 我 们 知道 ， 在 应 用 中 值 定理 时 , 
如 果 在 区 了 间 的 端点 上 f(z) 是 不 可 微 的 ， 这 个 定理 仍然 可 以 成 立 , 
只 要 在 区 同 的 其 他 所 有 点 上 f(z) 是 可 微 的 , 因此 , 即使 在 >= 处 
7 人 z) 不 存在 ， 上 述 证 十 仍然 域 立 ， 例 如 ， 范 数 y = |z| 在 点 = = 
达到 极 小 值 ， 因 为 当 z> >D 时 >0, 当 zx<0 时 yw <0 (参阅 第 
188 页 图 2.2 人 ). 同样 函数 y= YC 在 点 x 二 0 达到 最 小 信 ， 即 使 
其 导数 了 2 在 这 一 点 是 无 穷 大 (参阅 第 190 页 图 2.27). 

决定 平稳 点 是 家 大 值 点 还 是 极 小 值 点 的 最 简单 的 方法 , 涉及 
到 在 这 一 点 的 二 阶 导数 从 直观 上 显然 可 以 看 出 ， 如 果 疡 人) = 0 
则 当 Jr(&) < 0 时 7 在 点 上 达到 极 大 值 ， 当 f"($) > 0 时 达到 极 
小 值 ， 因 为 在 前 一 种 情况 下 ,在 点 《 的 邻 域内 函数 的 曲线 完全 位 于 
切线 的 下 面 ， 而 在 后 一 种 情况 下 ， 沿 线 完全 位 于 切线 的 上 面 ， 如 果 
fle) 和 "(zx) 是 连续 的 。 f"() 存在 ， 则 可 由 前 面 的 准则 从 分 析 上 
推出 这 个 结果 ， 因 为 如 果 7 人) = 并 且 艾 如 说 天 > 0, 我 们 则 
有 


/0 = jim f+ -AD = Et >0 
由 此 得 知 ， 对 于 一 切 绝对 值 充分 小 的 关头 内 有 二 一 > 0; 因 
此 在 的 邻 域内 十 问 和 天 符号 相同 ， 对 于 附近 的 z 当 z 处 
于 左边 时 导数 产 {z) 必须 为 负 ， 而 当 > 处 于 右边 时 普 {z) 则 为 
正 ， 这 就 说 明 在 点 上 上 存在 极 小 值 . 

当 P"(e) 在 整个 了 的 定义 区 间 [a, 如 上 具有 同一 个 符号 时 ， 傅 
况 特别 简单 ， 

加 时 Xo) 在 点 《等 于 委 ， 则 党 村 整 人 区间 上 176) < 0 时 


TE+h) 
大 


+ 22 


( 即 当 郴 数 的 曲线 上 止 时 ) 点 《 是 地 的 最 大 值 点 ， 当 在 整个 区 史 


全 eroseee. so ser. 


EF Fr) >0 时 ( 妓 当 关 线 下 时 ) 点 《是 f 的 最 小 值 点 


ner. ee 


实际 上 ， 如 果 Fr{r) < 0 则 区 数 P(z] 是 单调 减少 的 ， 因 而 5 
是 其 唯一 的 去 点 ， 并 且 ， 当 & <#<# 时 >0. 而 当 &E<zzb 时 
六 < 0. 根据 中 值 定理 ， 这 哥 次 说 明 当 zx 《时 fiz) < FS 因此 
可 知 § 是 严格 的 最 大 值 点 ， 由 于 除了 & 以 外 不 存在 其 他 平稳 点 ， 
所 以 £ 的 最 小 值 必 须 位 于 区 则 的 一 个 端点 上 ， 当 在 区 闻 上 /" > 0 
时 ， 也 可 进行 局 样 的 论证 . 

于 

例 ! 试 在 一 切 具有 给 定 底 边 和 和 给 定 面 积 的 三 角形 中 求 出 周 
艾 最 小 的 三 角形 . 


加 3.18 


为 了 解答 这 个 问题 ， 我 们 沿 给 定 底 边 48 到 = 轴 , 并 将 4 召 的 
中 点 可 为 坐标 原点 (图 3.18). 如 果 C 是 三 角形 的 顶点 ， 是 三 角 
形 的 高 (为 容积 和 底 边 所 确定 ) (za; 是 顶点 的 坐标 ， 则 三 角形 的 
两 边 4C 和 BC 之 和 由 下 式 给 出 : 


fo)= Vora t+ Ve a ti, 
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这 里 底 边 长 为 2a. 由 此 我 们 得 到 


Fz) = ie 十 za 
Va Vr oris’ 
pz) = -二 中 1 
VE 一 ao2+hB V(rz ta +R 
二 一 fz 一 G2 上 1 
VIle 一 oa 证 we 二 和 十 大 
了 h2 


VET ve 
我 们 看 出 。 1) 站 (0) 等 于 等， (2) 17(z) 总 是 正 的 ， 欠 此 在 z=0 
处 存在 最 小 值 ( 见 第 273 页 ). 从 而 这 个 最 小 值 由 等 蚌 三 角形 给 出 . 

我 们 可 以 类 似 地 证 明 . 在 一 切 具有 给 定 网 长 和 给 定 底 边 的 三 角 
形 中 ， 等 睡 三 角形 面积 景 大 . 

鲍 2 ” 试 在 给 定 的 直线 上 求 出 一 点 ， 重 得 这 一 点 辐 两 个 已 知 的 
固定 点 的 距离 之 和 为 最 小 . 

设 给 定 一 条 直线 以 及 在 直线 回 -- 便 的 丽 个 加 定点 4 和 已 我 
位 希望 在 直线 上 来 出 一 点 ,使 得 距离 P4 + PB 具有 最 小 的 可 能 
值 1. 

我 们 取 给 定 直线 为 z 转 ， 并 且 使 用 图 3.19 中 的 符号 ， 这 内 
所 考 瞄 的 距离 由 下 式 给 出 , 

Hr) = Vt + yr -a+ hh, 


并 且 我 们 得 到 
= = 
1 
Pr 四 = -一 起 | 


+ 
VE Vlei 


由 方程 7(&) = 0 可 知 
< _-_ ee 
人 有 VE 


力 如 果 友和 B 分 别 位 于 直线 的 汕 钢 ， 则 也 虽然 是 线 胞 上 4 已 与 该 直线 的 交点 
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图 3.19 ”反射 定律 


cos a 一 cos fi; 


因此 两 直线 P4 和 PB 与 给 定 直线 所 构成 的 角 必须 相等 。 f(x) 
的 符号 为 正 ， 说 明确 实 是 最 小 值 

这 个 阿 题 的 解 同 光 学 的 反射 定律 有 着 密切 的 联系 根据 一 个 重 
要 的 光学 原理 一 著名 的 费 尔 马 最 短 时 间 原 理 , 光线 通过 的 路 径 
决定 于 下 述 性 质 ， 在 给 定 条 件 下 ， 光 线 从 点 4 到 点 中 所 需 时 间 必 
须 是 最 短 的 . 如 果 规 定 了 这 样 的 条 件 : 光线 在 从 二 到 B 的 路 径 上 ， 
经 过 给 定 直线 上 (譬如 说 镜面 上 ) 的 某 一 点 ， 则 我 们 可 以 看 出 ， 当 
光线 的 “入 射 角 ” 等 于 “反射 角 "” 时 所 需 的 时 间 最 短 . 

例 3 ”折射 定律 1 设 在 轴 的 两 侧 有 给 害 的 两 点 4 和 如 . 如 
果 光 速 在 z 轴 的 一 侧 为 cL, 在 另 一 侧 为 cx, 要 使 光线 由 4 到 BB 的 
时 间 是 最 短 的 ， 试 问 光线 应 通过 怎样 的 路 径 ? 

显然 ， 时 间 最 短 的 路 径 是 由 彼此 相交 于 = 轧 上 的 一 点 忆 的 两 
个 直线 段 组 成 的 。 采用 图 3.20 的 符号 ， 对 于 长 度 P4, PB, 我 们 分 
别 得 到 表达 式 Vx? 十 到 和 v 贸 十 fa 一 735, 和 将 这 两 段 直线 的 长 度 
分 别 除 以 相应 的 光速 ， 并 且 相 名 ， 我 们 便 得 到 适 过 这 一 路 径 所 希 的 

1) 前 面 的 两 全 例子 也 可 以 用 祝 等 几何 来 处 理 ， 而 这 例子 不 用 节 积 分 是 很 礁 腾 解 的 . 


- 275 


于 全 1 1 万 一 一 一 
fs) = V+ A + (a — xr)2. 
1 


ee 


图 3.20 ”折射 定律 
将 此 式 币 分， 我 们 得 到 
Pr 四 一 1 Eb _1 a—7 
~ a vBRTs co Vit 
2 2 
Fi) = 1 和 1 好 


ovV wm Ve 


由 图 3.20 我 们 不 难看 出 ， 方 程 1"(z) = 0. 即 方程 


1 名 1 a 


ov- cr Vria- zi 
它 等 价 于 条 件 二 Sina = 二 驯 包 或 者 
1 


sin Ce <C1 
sin8 Ca 
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读者 可 以 证 明 : 满足 这 个 条 件 的 点 只 有 一 个 ， 并 月 这 一 点 实际 
上 给 出 了 所 要 求 的 最 小 值 - 

这 个 例子 的 物理 意义 也 可 由 光学 的 最 短 时 间 原 理 给 出 . 经 过 两 
点 的 光线 描绘 出 时 了 间 最 短 的 路 径 . 如 果 cl 和 co 是 两 种 光学 介质 的 
边界 面 两 侧 的 光速 ， 则 光线 通过 的 路 径 将 由 上 述 公式 给 出 ,这 个 结 
困 力 是 斯 内 耳 折射 定律 的 一 种 形式 . 

倒 4。 试 求 嵌 图 上 的 一 点 ， 使 得 这 一 点 与 三 加 长 四 上 的 给 定点 
距离 最 短 (图 3.21). 


图 3.21 椭 田 上 与 长 输 上 的 一 点 距离 最 短 的 点 . 


取 形 如 
<) 


的 糖 圆 ， 并 将 长 轴 上 的 给 定点 取 为 :ce,0), 对 于 椭 癌 上 任何 点 (z, 态 
同 点 ic 0) 的 虹 离 ， 我 们 求 得 表达 式 
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其 中 -esz<e 国 数 ffz) -四 是 下 目的 !j” > 9) 这 个 江 数 和 
本 身 在 同样 的 = 上 取 概 小 侦 ， 了 的 唯一 的 平稳 点 在 z 一 本 吉 757 
处 如 果 这 一 点 位 于 地 的 定义 域内 ， 则 避 表 示 最 小 值 点 如果 不 是 
这 样 ， 则 4 的 极 小 值 将 允 应 于 长 轴 上 的 最 接近 * 的 端点 ， 四 而 我 们 
求 得 最 小 距离 之 值 如 下 ; 


Pr 


d=a- ld. 加 时 d>e( -~ 三) 


“3.7 ”函数 的 量 阶 


函数 在 自 变量 取 大 值 时 的 性 状 的 差异 ， 产 生 了 量 阶 的 概念 ， 虽 
然 这 个 概念 同 积分 的 概念 或 导数 的 概念 没有 直接 关系 , 但 是 由 于 它 
非常 重要 ， 我 们 在 这 里 简要 地 介绍 一 下 . 


a. 量 阶 的 概念 ， 最 简单 的 情形 


如 果 委 变量 x 无 限 地 增 大 , 则 当 a > D 时 , 郑 数 sr,log mersere 
也 无 限 地 增 大 ， 然 而 这 些 画 数 增 大 的 程度 都 大 不 相同 ， 例 如 ， 隔 数 
了 ?是 比 太史 “ 高 阶 的 无 穷 大 "; 这 指 的 是 ， 当 x 增 大 时 ， 商 瑟 本 
身 无 限 增 大 ， 类 做 地， 如 果 = > 6 > 0, 出 画 数 re 是 比 op 更 高 阶 
前 无 穷 大 ， 等 等 

在 一 般 情况 下 , 对 于 两 个 随 z tp 
的 归 数 f(z) 和 gtz), 如 果 当 = 一 oo 时 商 | | 无 限 增 大 ， 我 们 


就 说 Tc) 是 比 gfz] 更 高 阶 的 无穷大; 如 困 当 x 增 大 时 商 | 了 2 


趋向 于 零 ， 我 们 就 说 了 (2) 是 比 gfz] 更 低 阶 的 无 穷 大 ， 如 果 当 = 
增 大 时 商 | 于 7 名 | 共有 异 于 零 的 极限 或 者 至 少 保持 在 两 个 固守 交 
下 数 之 加 我 名流 两 个 数 是 量 阶 相 同 的 于 荔 大 例 姑 天数 
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+b + c= fiz) (其中 居间 是 与 本 数 zs = gfz) 量 阶 相同 的 
放大， 区 为 当 # 一 ， 商 | =| 于 | 具有 要 
好 |al; 另 一 方面 ， 画 数 中 +z 士 1 是 比 函 数 慌 十 z +1 更 高 阶 的 无 
穷 大 

各 此 gt) 和 大 风流 四 
之 和 的 量 阶 与 f(z) 相同 ， 因 为 | 站 中 寺 全 | = 1+ 学 呈 | 根 拓 


假设 ， 当 * 增加 时 这 个 表达 式 趋 向 于 1. 
b. 指数 函数 与 对 数 函 数 的 量 阶 


当 规定 变量 * 的 量 阶 为 1, 震 z"(a > 0) 的 量 阶 为 ” 时 ， 我 们 
就 可 以 试 着 用 一 个 尺度 来 度量 许多 函数 的 量 阶 了 . 这 时 ，m 次 多 项 
式 显然 应 具有 量 阶 n. 如 果 一 个 有 理 碳 数 分子 的 量 阶 比分 母 的 量 阶 
高 则 这 个 有 理 函数 应 具有 量 阶 h 

但 是 可 以 证 明 , 想 用 上 述 尺度 来 描述 任意 函数 的 量 阶 的 一 切 党 
试 部 将 归于 失败， 因为 存在 这 样 一 些 丁 数 ， 不 论 取 多 么 大 的 a, 这 
些 画 数 将 是 比 x 的 宕 2* 更 高 阶 的 无 穷 大 ， 而 且 也 存在 这 样 一 些 函 
数 ， 不 论 取 多 么 小 的 正 数 a, 这 些 函 数 将 是 比赛 z* 更 低 阶 的 无 穷 
大 . 所以， 上 述 尺度 不 适用 于 这 些 函 数 . 

我 们 在 这 里 不 再 涉及 详细 的 理论 了 ， 只 是 给 出 下 面 的 定理 ， 

定理 ,如 果 a 是 任何 大 于 1 的 数 , 则 当 z 无 限 增 大 时 商 二 z 尊 


向 于 无 穷 大 . 


证 明 ”为 了 证 明 这 个 定理 。 我 们 作画 数 


az 
P(r) = log = Tloga—logz; 


显然 只 须 证 明 ， 当 zx 趋向 于 +ec 时 ， w(x) 无 限 增 大 ， 为 此 ， 我们 
考虑 导数 
A 1 
Yr) 一 logo 一 玉 ， 
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并 且 注意 到 : 当 z > c= Ea 时 ， 这 个 导数 不 小 于 正 数 六 logo. 
由 此 可 知 ， 当 xz>c 时 
ot) -ol0= va > f Fiogaat 
2 (eo)loga, 
ys) 2 ple) + (eologe, 


当 z 一 00 时 ， 右 端 成 为 无 穷 大 . 

我 们 再 来 给 出 这 一 重要 定理 的 另 一 种 证 法 : 取 Ya = 总 = 1+h， 
我 们 有 b>1 和 所 >0. 设 上 是 使 得 nm 入 zz 生 ?+1 成 立 的 整数 ; 我 
们 可 以 取 z > 1, 于 是 n>1. 应 用 第 66 页 的 引 理 ， 我 们 有 


Qa” br (+h) > +h)™ 1+nk 
“BE WE Vr vari 
nh hn, 
> 砍 
于 是 
a A 
FT > 


此 ， 当 z -+ oo 时 ， 呈 趋向 于 元 穷 大 . 

从 上 面 证 明 的 这 个 定理 ， 我 们 可 以 推 许多 其 他 结果 . 
对 于 每 一 个 国定 的 正 数 a 和 每 一 个 数 a > 1 当 > 增 大 时 商 < 
向 于 无 穷 大 ， 即 
定理 指数 呆 数 是 比 z 的 任何 蹇 更 高 阶 的 无 穷 大 
为 了 证 明 这 不 定理 , 我 们 只 须 证 朋 丙 画 数 之 商 的 “次 方 根 ， 即 


aa lal 1a (2) 


也 azfa Qay a 


趋向 于 无 穷 大 而 这 可 由 上 面 的 定理 直接 推出 ， 只 须 将 其 中 的 > 换 
为 y= 
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我 们 还 可 以 按 同 样 的 方法 证 明 下 述 定理 ， 对 于 每 一 个 正 数 a 
当 z 一 ceo 时 ， 商 代 趋向 于 零 ， 即 

定理 对 数 主 数 时 比 的 任 草 小 的 下 符 开 低 共 的 天 究 大 

证 明 我们 令 log z =y 于 是 两 卫 数 之 商 变 换 为 -区 然后, 
令 四 二 于 是 a > 1, 当 y 趋向 于 无 穷 大 时 ， 这 个 商 万 趋向 于 
零 因为 当 s 浅 co 时 趋向 于 无 窃 大， 所 以 定理 得 证 1， 

根据 这 些 结果 ， 我 们 能 够 构造 一 些 量 阶 远 高 于 指数 函数 的 函 
数 ， 和 另 一 些 量 阶 远 低 于 对 数 函 数 的 函数 ， 例 如 ， 函 数 ce) 的 量 
阶 高 于 指数 函数 ,函数 loglogz 的 量 阶 低 于 对 数 画 数 ， 而 且 ， 我 们 
还 可 和 将 符 导 。 或 log 重大 起 来 ， 而 将 这 些 过 程 重 复 任意 多 次 , 
对 于 充分 大 的 x, 虽然 函数 x,logz, iog(log 7),logllog(log 7)] 等 
将 成 为 任意 大 ， 但 是 增加 的 速度 依次 减 小 例如 ， 取 很 大 的 数 
10100, 我 们 发 现 bgz 大 约 是 230, 而 logtiogz) 仅仅 大 约 是 5.4 


正 
辟 


C3 


c. 一 点 注 记 


土 面 这 些 讨 论说 明 ， 要 想 对 一 切 函 数 指定 一 些 确定 的 数 作 为 
量 阶 ， 使 得 两 个 函数 中 量 阶 较 高 的 一 个 对 应 较 大 的 数 ， 这 是 不 可 能 
的 ， 例如， 如 果 函 数 z 的 量 阶 是 1, 函数 1+* 的 量 阶 是 1 + =, 则 
函数 =lpgs 的 量 阶 必须 大 于 1 、 小 于 1+e, 而 不 论 = 选取 得 多 么 
小 . 但 是 ， 这 样 对 应 的 数 是 不 存在 的 . 

此 外 ， 我 们 不 难看 出 ， 绪 数 间 并 不 总 是 具有 明确 的 相对 的 量 
阶 . 例 如， 函数 

za(sinzj2 十 了 十 1 
T2fcosz)2 十 了 

当 z 赠 加 时 ， 并 不 趋向 于 确定 的 极限 ， 相 反 ， 当 x = nr :其 中 m 

DD 我 们 可 以 想到 另 一 简单 物证 法 : 对 于 x> 1s> 人 ,有 


fg La ly 
tes Ee eete 1 


Yo 
如 果 我 们 取 。 小 于 a, 并 且 用 zm 除 不 等 式 的 两 庙 . 则 订 得 知 , 当 2 -co 时 -82 一 0， 
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为 用 才 ) 时 ， 丙 雪 之 值 着 二 ， 而 当 = = (= 十 让] 时， 函数 之 人 
是 (n+ 于 ) "+1+ 二 一 和 一. 于 是 ， 虽 的 此 因数 的 分 子 和 分 
如 十 bp 下 

母 二 者 都 无 穷 大 变量 ， 但 是 其 商 研 不 保持 在 两 个 正 数 之 间 ， 也 不 
趋向 于 专 或 站 向 于 无 鹤 大 所 以 ， 分 子 的 晤 阶 既 不 与 分 母 的 时 阶 相 
同 ， 也 不 低 于 或 高 于 分 母 的 量 阶 ， 这 个 表 沿 上 很 奇怪 的 现象 只 是 表 
明 , 我 们 也 下 的 量 阶 的 定义 并 不 是 为 对 于 每 一 对 机 数 进行 比较 . 
这 不 是 一 个 全 点 ; 我 们 并 不 想 要 比较 像 上 面 的 分 子 和 分 母 这 样 一 些 
函数 的 量 阶 ， 知道 了 这 样 两 个 函数 之 一 的 信 ， 无 助 于 了 解 另 一 个 画 
数 之 值 的 情况 ， 


d. 在 一 点 的 邻 域内 函数 的 量 阶 


刚才 我 们 比较 了 当 > 一 ce 时 函数 无 限 增 大 的 程度 ， 同 样 ， 我 
们 也 可 以 对 于 在 有 限 点 > = § 成 为 无 穷 大 的 函数 进行 比较 . 

我 们 称 函 数 f(z) = 下 = 可 在 点 > = 是 一 阶 无 穷 大 ， 而 如 
果 ca 是 正 数 ， 我 们 就 相应 地 说 函数 下 在 点 将 是 a 阶 无 穷 
大 . 


1 
-été 


于 是 我们 看 出 ， 当 z 一 时 ， 函 数 eF: 可 将 是 比 -一切 轰 
Eee 更 高 阶 的 无 穷 大 , 而 函数 log|z 一 外 将 是 比 一 切 每 三 一 ge 


并 = 人 
更 低 阶 的 无穷 大 ， 也 就 是 说 ， 极 限 关 系 式 


， 
i ££. Py 一 
(一 0 


Je 一 人 iogle- 引 = 


成 立 . 


为 了 证 实 这 一 点 ， 我 们 只 须 设 五 二 二 芒 这 时 ， 上 述 命题 就 
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化 为 第 266 页 上 的 已 知 定理 ， 因 为 


yy 上 
< 0 


|2—é em = 


ye 


而 当 z= 趋向 于 上 时 y 无 限 增 大 ， (通过 变换 二- 可 二 9 将 函数 在 
点 《的 性 状 化 为 当 z 一 se 时 的 性 状 来 研究 ， 这 种 方法 常常 是 很 有 
用 的 . 》 

e. 函数 趋向 于 零 的 量 阶 


正 像 我们 用 量 阶 的 概念 来 描述 函数 趋向 于 无 穷 大 的 程度 一 样 ， 

我 们 也 可 以 来 比较 晒 数 趋向 于 零 时 的 快慢 程度 - 我 们 称 当 z 一 co 
时 变量 二 是 一 阶 无 穷 小 变量 3 (其 中 a 为 正 数 ) 是 a 阶 无 穷 
小 . 我 们 再 次 次 看 出 : 函数 1 
小 , 也 就 是 说 ， 浊 于 每 个 下 a, 关系 式 


a 加 
lim (2-° .logz) =0 


成 立 . 
同样 地 , 对 = = 二 我 们 称 变量 = 一 上 是 一 阶 无 穷 小 , 变量 jz 一 
是 a 阶 无 穷 小 ， 根 据 前 面 的 结果 ， 不 难 证 明 下 列 关 系 式 : 


1 


Jam(lzle log od) =0， ms .0 商 ) =0, 
这 两 个 关系 式 通 常 表述 如 下 : 
当 一 0 时 ， 函数 ee 是 比 z 的 任何 宕 更 低 阶 的 无 穷 小 ; 
二 数 上 是 此 < 人 人 六 
£ 量 阶 的 “0” 和 “on 表示 法 


袁 示 函数 f(z) 的 量 阶 比 栖 数 g(z) 的 量 阶 还 要 低 的 一 种 方便 的 
方式 是 记 为 f = o(g)， 这 种 符号 表示 法 仅仅 说 明 商 f/9 的 极限 是 
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零 , 并 且 对 于 趋向 于 零 或 趋向 于 无 穷 大 的 国 数 以 及 对 于 趋向 于 无 穷 
大 或 趋向 于 有 限 值 的 自 变量 =, 都 同样 可 以 采用 3 
我 们 现在 按 这 种 表示 法 重新 写 出 前 面 的 许多 结果 ， 例 如 


2 二 0(z9) 对 于 a < B, 当 z 一 oo 时 
logz= olz“) 对 于 a >0, 当 z 一 co 时 
ez =olz-) 当 > 一 co 时 
e 二 = olz“) 当 ? 一 0 时 (通过 正 值 ) 

log jz = (2) 当 z 一 和 时 
1~cosz=o(z) 当 z 一 0 时 ， 


这 种 表示 法 是 也 . 兰 道 Landau) 引入 的 , 可 以 用 来 表示 近似 公 
式 中 误差 的 数量 级 ， 例 如 


1 1 1 y 
A 
它 表示 关系 式 
1 _ 1 
lm M+ 22 -0 
oo 1 “ 


z 


类 似 地 ， 对 于 在 点 > 具有 导数 的 函数 f, 它 的 增 量 和 微分 之 问 的 关 
系 式 可 以 写 为 下 列 形 式 ， 


fs+h) ~ f(r) = hf (0)+o(h) Gh 0 


同样 可 以 采用 符号 表示 法 了 = 0(9), 它 表 示 f(z?) 的 量 阶 不 高 


于 g(x) 的 量 阶 ， 也 就 是 说 ， 对 于 所 考虑 的 = 值 ， 商 如 2 是 有 界 


了 这 里 采用 的 字 峡 “0”, 是 “order ( 阶 )” 一 词 的 字 头 .应 注意 ， 村 于 趋向 于 零 的 9， 
关系 起 了 二 olg) 表示 了 是 更 高 阶 的 无 穷 小 . 
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的 9. 符号 O 的 用 法 也 很 灵活 . 璧 如 像 “ 当 zx 二 00 时 =O(9)” 
这 人 句 话 的 意 轧 是， 对 于 充分 大 的 #, 商 地 是 有 界 的 ， 贱 如 


Vi0z 一 1 ==O(z) 当 z 一 co 时 . 


类 似 地 ，“ 当 z 一 时 了 = Olg)” 表示 在 点 z= 的 充分 小 的 邻 域 
内 f/g 是 有 界 的 ， 如 
er -1= O(c)， 当 z 一 0 时 . 
更 一 般 地 说 ， 我 们 可 以 用 关系 式 了 = Oxg) 来 表示 f/g 在 > 轴 上 的 
任何 区 域内 的 有 界 性 ， 而 不 要 求 + 趋向 于 某 一 极限 ， 例 如 
losz = Orz) 当 z>1 时 , 
#=Olsinz) 当 z| < 于 时 
前 面 举 出 的 含有 符号 。 的 一 些 例 子 ， 现 在 可 以 借助 于 符号 0 


加 以 改进 用 以 表示 更 情 确 的 误差 估计 例如， 对 于 其 二 阶 导数 产 
有 定义 并 且 连 续 的 函数 f, 我 们 有 


flz + hh) fr) =hf'(7)+ O(a 0 时， 


还 有 


1 1 1 
本 去 +o[( 云 )， 
cosw 二 1 二 D(z2) 对 于 一 切 z- 

对 于 疗 列 an, 当下 标 nn 趋向 于 无 穷 大 时 ， 也 可 采用 这 种 表 
示 法 ， 我 们 将 会 过 到 一 些 有 趣 的 “ 渐 近 ”公式 的 例子 ， 在 这 些 公式 
的 后 面 都 带 有 高 阶 的 误差 项 ( 见 第 六 章 附录 关于 m! 的 斯 特 林 (Str- 
ling) 公式 ). 在 第 一 章 (第 61 页 ) 上 已 经 提 到 过 的 著名 的 渐 近 公式 表 

注意 ， 了 = Og) 状 不 意味 着 fjg 的 极 天 为 1, 也 不 意 吧 着 这 个 商 必定 具有 
极限 . 
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明 05: 小 于 的 素数 的 个 数 7(n) 由 nj/logn 近似 地 洽 出 ， 这 里 ， 
也 已 经 得 到 误差 的 量 阶 ， 而 我 们 有 更 精 册 的 结果 


+0 (ES . 
logn log ni 


TIn) 一 


附 录 


在 了 解 微 积分 的 严格 的 发 展 过 程 中 , 其 障碍 来 自如 下 述 的 基本 
困境 : 号 热 像 连续 性 、 光 滑 竺 等 等 这 样 - 些 基 本 的 概念 和 处 理 方法 
是 电 于 直观 的 迫切 需要 而 产生 的 ， 但 是 为 了 使 它们 具有 某 种 合乎 
弛 辑 的 意义 ， 则 必须 使 之 进一步 精 镁 化 ， 琵 由 此 所 得 到 的 严格 定义 
可 能 包括 -- 些 不 具有 直观 性 的 内 涵 . 例如 ,连续 性 的 严格 慨 念 必然 
要 有 一 定 程度 的 抽象 ， 这 在 连续 曲线 的 朴素 概念 中 并 未 充分 反映 出 
来 ,而 可 微 性 的 概念 则 要 比 曲线 本 上 身 所 担 示 的 光滑 性 的 含混 概念 更 
为 严格 、 更 为 抽象 .这 种 差异 是 不 可 过 锡 的， 而且 会 给 初学 者 或 原 
来 不 大 关心 迎 辑 技巧 的 人 带 来 负担 ; 要 求 他 们 耐心 和 竭力 电 索 . 位 
是 ,为 了 使 读者 清楚 地 了 解 精确 化 的 必要 性 ， 我 们 指出 ， 即 使 是 一 
些 简单 的 和 直观 上 很 好 理解 的 例子 ， 世 要 求 严 格 和 细致 ， 这 一 点 读 
者 也 许 没有 预料 到 . 


Al 一 些 特殊 的 函数 


这 种 特殊 的 疾 数 通常 不 一 定 蚌 让 单 独 一 个 分 析 表 达 式 给 出 的 
\ 见 第 所 页 图 1.28 和 第 抢 页 图 1.30). 但 是 ， 这 里 我 们 希望 通过 一 
些 初等 函数 来 构成 非常 简单 的 函数 表达 式 用 以 说 明 儿 种 典型 的 问 
断 性 和 一 些 “ 不 平常 的 ”、 意 料 不 到 的 现象， 我们 首先 来 介绍 一 个 
不 车 在 间断 的 例子 - 


不 能 由 本 地 给 出 请 参阅 A. E. Jngham, "Lhe Disteibuzion of Primes” 
人 站 和 Cambridge University Press, 1932. 
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a. 函数 y = e- 吉 


这 个 函数 ( 见 图 3.22) 景 初 只 是 对 于 不 等 于 零 的 Zz 值 定义 的 ， 
而 当 > 一 0 时 其 极限 显然 为 零 ， 因 为 通过 变换 = = 5, 这 个 函数 
变 为 y=e ,而 lm 三 0. 因此， 如 果 将 点 zx = 0 处 的 函数 值 
定义 为 WO) = 0, 自然 可 将 这 个 函数 加 以 延 拓 ， 使 之 当 x = 0 时 也 
是 连续 的 . 


> 


图 3.22 


根据 链 式 法 出, 当 « 产 0 时 , 这 个 函数 的 导 才 是 y = -二 。- 广 
一 26 和 ce-. 当 = 趋向 于 学 时 ， 这 个 函 孝 的 导数 的 极限 也 是 地 ,而 我 
们 由 第 266 页 上 的 定理 可 下 楼 看 出 ， 在 点 = = 0 上 ， 其 导数 


v0 v0) me 


jo 
?多 一 二 有 


可 以 继续 确定 为 零 
对 于 = 坟 0 时 的 高 阶 导数 ， 显 然 我 们 总 是 得 到 西数 e 二 和 
二 的 多 项 其 之 乘积 ， 而 且 当 = -0 时 ， 其 极限 总 是 零 ， 因 此 ， 一 
切 高 阶 导数 同 y/ 一 样 ， 在 点 = = 0 都 等 于 零 

因此 ' 这 个 函数 是 处 处 连续 的 和 任意 次 可 微 的 ， 而 在 点 < =0 
上 这 个 函数 及 其 各 阶 导数 都 等 于 零 , 但 是 这 个 函数 并 不 恒 等 于 零 
以 后 我 们 将 会 了 解 (第 五 章 附录 L1) 这 种 性 质 是 多 么 值得 注意 和 
“不 平常 ”. 
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b. 函数 弥 一 e- 去 

不 难看 出 ， 对 于 正 的 x 值 ， 这 个 项 数 的 性 状 同上 面 刚刚 讨 论 
过 的 情形 是 一 样 的 ， 如 果 = 从 正 值 -- 侧 趋向 于 零 ， 则 函数 趋向 于 
零 ， 其 各 阶 导 数 也 是 如 此 ， 如果 我 们 将 点 = = 0 处 的 函数 值 定义 为 
y(0) = 0% 则 在 > = 0 处 各 阶 右 导 数 的 值 都 等 于 零 ， 当 x 通过 负 信 
趋向 于 零 时 ， 情 况 则 大 不 相同 ;因为 这 时 效 数 及 其 各 阶 导数 将 成 为 
无 穷 大 ， 而 在 点 2 = 0 处 左 导数 并 不 存在 ， 因此 ， 在 点 z = 0, 函数 
具有 -种 特殊 的 间断 性 ， 这 种 间断 性 与 第 39 一 40 页 上 讨论 过 的 有 
理 函 数 的 无 穷 大 间断 性 完全 不 同 (图 3.23)， 


3 


图 3.23 


1 
c. 函数 y 二 tanh 二 


正如 在 第 71 页 上 所 看 到 的 ， 由 一 些 简单 的 函数 通过 取 极限 可 
以 得 到 具有 跳跃 性 问 断 的 函数 而 第 169 页 上 定义 的 指数 函数 以 及 
函数 的 复合 原理 , 为 我 们 提供 了 由 初等 函数 构造 具有 这 种 间断 性 的 
函数 的 另 二 种 方法 ， 而 不 必 通 过 任何 求 极限 的 过 程 ， 例 如 基数 
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及 其 在 点 x = 0 处 的 性 状 ， 这 个 函数 最 初 在 点 x = 4 是 没有 定义 
的 ， 当 x 通过 正 值 趋向 于 点 x = 0 时 ， 函 数 的 极限 显然 为 1; 而 当 
2 通过 负 值 趋向 于 点 x = 0 时 ， 函 数 的 极限 为 -1; 当 z 增加 而 通 
过 0 时 ， 函 数值 突然 增加 2( 图 3.24). 另 一 方面 ， 册 第 3.7 节 b{ 第 
279 页 ) 不 难得 知 ， 其 导数 

) 1 1 1 4 


多 一 一 ”二 2 
cosh? 人 ” 了 (全 +e- 主 ) 
了 


从 了 丙 边 都 趋向 于 零 ?. 


~ 


图 3.24 
1 
d. 函数 y = ztanh 一 
于 
在 西数 . 

6 pi e 二 一 e- 十 

= ztanh = ZO 

了 z e+e- 二 


的 情况 下 ,上述 的 间断 性 由 于 因子 > 的 存在 而 消灭 当 z 不 论 从 
哪 一 边 趋向 于 零 时 ， 这 个 遂 数 的 极限 都 是 零 ， 所 以 我 们 仍然 可 以 将 


了 存在 “ 咒 跃 " 性 辣 断 的 另 一 个 例子 是 洒 数 二 arctan 二 ， 当 一 0 内. 
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名 0) 道 当地 定义 为 零 . 这 时 ， 在 > = 0 处 函数 是 连续 的 ， 但 是 其 一 
阶 导数 


与 上 - -个 例子 正好 具有 同一 类 同 断 性 . 此 函数 的 图 形 是 一 条 带 陋 角 
的 曲线 [图 3.251: 在 点 = = 0 处 ， 函 孝 没 有 导数 ， 在 其 右 导数 之 值 
为 +1, 左 导 数 之 值 为 一 1. 


we 


3 


oe 
A 
zx 
-i 0 1 
加 325 


1 
e. 菠 数 y= 二 Tsin 一 ,y(0}=0 
:二 


我 们 已 经 说 过 ， 这 个 巩 数 不 是 由 有 限 多 个 单调 部 分 组 成 的 (我 
位 可 以 说 ， 它 不 是 “ 逐 段 ” 单调 的 }, 但 是 它 仍然 是 连续 的 (第 型 页 
和 图 1.31). 与 此 相反 ， 其 一 阶 导数 
名 -snl 一 eosi wz 
在 x = 0 处 具有 间断 性 , 因为 当 x 趋向 于 零 时 , 这 个 导数 在 两 条 边界 
曲线 之 间 不 断 地 振荡 , 一 会 儿 为 正 ， 一 会 儿 为 负 ， 且 和 名 自 都 分 别 趋向 
于 -oo 和 -co. 在 点 z =D 处 ,其 差 商 是 志和 jy) =sin 【天上 
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因为 当 六 一 0 时 ， 这 个 表达 式 在 +1 和 一 1 之 间 摆 动 无 限 多 次 ， 所 
以 在 > = 0 处 ， 这 个 虹 教 既 没 有 在 导 教 ， 也 没有 扰 导 数 . 


A2 关于 函数 可 微 性 的 注 记 
在 一 个 区 间 的 每 -- 点 上 都 连续 且 具 有 导数 的 苯 数 ,其 导数 不 一 
定 是 连续 的 . 
我 们 考虑 - -个 简单 的 例子 ， 如 夯 数 
y=f(0) = nL 当天 0 时 


和 

f(0) =0. 
这 个 函数 处 处 有 定义 而 且 是 处 处 连续 的 .而 对 于 一 切 不 等 于 零 的 x 
值 ， 其 导数 由 下 式 给 出 ， 


1 1 1 1 1 
f(x) = -712 (eo ) z+ 2X8in = cos— +27sin—, 
zr 加 了 x 


当 = 趋向 于 零 时 ， f(z) 没有 极限 ， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 作 差 商 
到 -7 = 二 (了 如 吉 二 ) = hsin 译 ， 则 立即 可 以 看 出 ， 当 
趋向 于 零 时 ， 这 个 差 商 赵 向 于 零 ， 所 以 ， 在 = 0 处 导数 存在 ， 
其 信 为 零 

为 了 从 直观 上 理解 产生 这 种 似乎 矛盾 现象 的 原因 ,我 们 从 图 形 
米 考察 画 数 ( 匈 图 3.26). 西数 在 曲线 y = z2 和 = -x? 之 间 报 功 ， 
并 交 豆 地 与 这 两 条 曲线 相 切 触 ,函数 沿线 波峰 的 高 度 和 它 与 坐标 原 
点 的 距离 之 比 在 不 断 地 变 小 ， 但 是 曲线 的 波形 并 不 会 逐渐 变 平 ， 因 
为 曲线 的 斜率 是 由 导数 


1 1 
(zy 一 2zsim 二 一 cos 一 
f(r) rsin > — cos = 


给 出 的 ， 在 使 得 cos 二 =1 的 点 z= 元 -上 ， 利 束 等 于 -1 而 在 


2mT 
使 得 cos 二 = -1 的 点 z= 上 上 ， 斜 率 等 于 +1. 


tl 
[CE 
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图 3.36 


司 上 面 举证 说 明 的 这 种 可 能 性 [导数 处 处 存在 ， 然 而 是 不 连续 
的 ) 相反 ， 我 们 给 出 下 面 仍 单 的 定理 ， 这 个 定理 有 助 于 万 清 前 面 举 
出 的 一 系列 例子 和 所 进行 的 讨论 

定理 如 果 我 们 已 知 共 点 2=e 的 名 庆 内 量 数 Te) 是 连续 区、 
当时 安县 有 导数 /Ne), 并 县 方 各 8 让 ( = 如 成 立 , 则 在 
点 = 上 导数 fw) 者 存在 ,并 时 了 一 

证 明 ”由 中 信 定 理 即 可 得 到 证 明 ， 因 为 我 们 有 大 [Fe 二 同一 
Fa] = 六 罗 ,其 中 上 是 和 + 之 间 的 某 一 个 中 辣 值 .现在 ， 如 
果 让 有 趋向 于 零 ， 则 根据 很 设 ， 六 6) 趋向 于 6, 于 是 定理 得 证 . 

还 可 以 用 间 样 的 方法 来 证 明 一 个 相 轩 的 定理 ， 如 果 狼 数 f(s 
在 a < x <b 上 是 连续 的, 而 在 。<z* < b 内 导数 存在 , 当 = 趋向 于 
< 时 导数 无 限 增 大 ， 则 当 陶 向 于 零 时 有 关 南 二 [Fta+ 加 一 a) 
也 无 限 增加 ， 于 是 在 + a 处 不 存在 有 限 的 有 导数 ， 此 定理 的 几何 
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意义 是 , 在 具有 (有 限 的 } 坐标 [w, f(aj] 的 点 上 函数 的 曲线 具有 重 
直 的 切线 . 


第 二 部 分 “积分 法 


显 防 数 


由 初等 函数 通过 反复 进行 有 理 运算 , 即 加 法 、 乘 法 和 除法 ， 
以 及 通过 作 反 函 数 的 运算 和 复合 函数 的 运算 ,可 以 移 造 出 极 广泛 的 
一 类 范 煞 这样 构造 的 函数 形成 一 类 所 谓 “ 显 式 ” 函数 或 “封闭 表 
达 式 ”2 作为 本 章 第 一 部 分 的 综合 结果 , 我 们 可 以 得 出 一 个 十 分 普 
关 的 事 关 等 个 旺 吉 以 各 分 ,基层 束 人 人 是 电 二 


因此 ,我 们 已 经 相当 完善 地 掌握 了 微分 运算 或 微分 的 “算术 技 
术 ”. 但 是 ， 其 道 过 程 即 积分 ， 一 般 说 来 是 更 为 重要 的 ， 并 且 存 在 着 
较 大 的 困难 . 这 种 困难 在 一 定 程 度 上 己 被 微 积分 基本 公式 所 克服 : 
每 一 个 微分 公式 已 (z) = f(z), 都 对 应 着 一 个 关于 F(z) 的 原 函 数 
F(z) 的 等 价 公式 或 积分 


/ fs)dr = Fle 


(更 确切 地 说 ， 我 们 有 F(z) = 三 Fujaut 常数 ) 因此 ， 当 导出 更 


多 的 微分 显 式 时 ， 则 更 多 的 显 式 函 数 的 积分 便 可 通过 显 式 郴 数 来 才 
示 . 在 第 295 页 上 列 出 了 第 一 个 积分 表 ; 将 这 样 一 个 积分 表 大 大 扩 
充 在 原则 上 并 没有 困难 ， 虽 然 这 是 不 实际 的 并 且 会 造成 混乱 . 


1 应 着 重 指出 ， “初等 " 函数，“ 量 式 ” 数 和 其 他 玫 之 问 的 分 本 关 是 用 全 
童 的 ， 对 于 我 们 来 说 、“ 历 笔 ” 丙 数 一 词 只 包括 有 班 函 数 、 三 角 画 数 和 指数 函数 ， 以 及 
这 些 卫 下 的 反 本 数 ， “这 时 的 “初等 函数 ”平常 称 为 基本 初等 光 数 . 区 

人 这 个 名 称 表 明 ， 我 们 将 会 遇 到 许多 其 他 的 郴 获 ， 这 些 函 数 不 能 用 这 种 方式 来 表 
到 而 上 开展 四 二 和 水 和 例如 无 穷 级 表 . (本 书 的 “ 显 起 ”函数 即 平常 所 谓 
的 世 等 函数 ， 一 一 详 者 注 
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在 微 积 分 发 展 的 初期 , 许多 数学 家 试图 以 明显 的 形式 或 封闭 形 
式 来 求 出 每 一 个 给 定 的 显 式 尊 数 的 积分 或 原 函 数 

过 了 些 时 间 以 后 , 人们 | 才 明 白 这 个 问题 在 原则 上 是 不 能 解决 
的 ; 相反， 甚至 对 于 一 些 十 分 初等 的 被 积 亲 数 ， 其 积分 都 不 能 通过 
初等 少数 来 表示 ( 见 第 334 页 )， 因 此 ， 需 要 研究 由 初等 函数 通过 
积分 过 程 产生 的 各 种 新 型 丽 数 ， 从 而 就 大 大 地 促进 了 数学 分 析 的 发 
展 、 但 是 ， 巾 于 要 求 以 明显 的 形式 来 表示 (如 果 可 能 的 话 ) 给 定 的 
显 式 函数 的 积分 ,而 不 是 无 望 地 纠 编 于 查阅 烦 项 的 积分 表 或 进行 数 
值 积分 ， 便 引出 了 一 些 简单 方法 ， 这 些 方法 可 以 灵活 地 变换 给 定 积 
分 的 形式 ， 事 实 上 ， 这 些 方法 使 我 们 可 以 把 要 求 的 积分 简化 为 积分 
表 中 的 一 个 初等 积分 

在 3.9 节 里 , 我 们 将 专门 来 叙述 这 些 有 用 的 方法 . 在 这 方面 , 初 
学 者 应 注意 不 要 只 是 背诵 这 些 方法 得 到 的 许多 公式 ， 与 此 相反 ， 读 
者 应 致力 于 清 车 地 理解 积分 的 方法 , 并 学 会 如 何 应 用 这 些 方法 此 
外 ， 读 者 还 应 记 住 ， 即 使 不 能 用 这 些 方法 来 积分 ， 积分 还 会 是 存 
在 的 (至 少 对 于 一 切 连 续 函数 是 如 此 )， 而 且 实 际 上 可 以 通过 数 什 方 
法 进行 积分 ， 并 能 达到 任何 所 要 求 的 精确 度 ， 数值 方 法 以 后 还 要 进 
一 步 讨论 (6.1 节 ). 

在 本 章 第 三 部 分 里 ， 我 们 将 尽力 扩充 积分 法 和 积分 的 概念 ， 而 
完全 不 涉及 积分 技巧 的 问题 
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3.8 。 初等 积分 表 


初等 积分 表 


PF’(x) = f(x) Re 一 red 


1 ze[a a ~) 


2 工 
= 


Ee 


汞 sinz 


一 cot x 


an 


9 sink zx coshr 
10. cosh = ”| sinhz 
11. L (= cosech’7) th 
.一 (一 eo 
siab2z ° 
一 sech2， tanb 
| tnb = 
1 arcsiae 
AD) | {es, 
arctanz 
一 arccotz 


ar sinh z = lag(z + VIT HE) 
ar cosh £ = log(e = YET ~ 1} 


1 i+z 
hr=~i 
artanhz Pe 
名 十 
th 了 = 一 log 一 -一 
Yeoth z= 3 og 
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前 面 证 明 过 的 每 一 个 微分 公式 ， 都 对 应 着 -个 等 价 的 积分 公 
式 . 因为 这 些 初等 积分 式 一 再 地 被 用 作 各 种 积分 方法 的 基础 ， 所 以 
我 们 将 它们 汇集 成 表 ， 右 边 一 列 是 许多 初等 函数 ， 左 边 一 列 是 对 应 
的 导数 ， 如 果 我 们 从 左 到 右 来 读 这 个 表 ， 那 么 右边 的 . 列 萝 数 则 是 
左边 的 一 列 对 应 函数 的 不 定 积分 . 

我 们 还 请 读者 回忆 在 2.9 节 中 证 明 过 的 微 积分 基本 定理 ， 特 
别 是 这 - 事实 ， 任 一 定 积分 都 能 按 下 列 公式 从 不 定 积分 F(z) 而 得 
到 ， ， 

/ jz)dz = F(a)| = Plb) ~ Fla). 

在 下 面 几 节 中 , 我 们 将 试图 用 各 种 方法 把 给 定 函数 的 积分 的 计 
算 简 化 为 积分 表 中 列 出 的 一 些 初等 积分 公式 . 除了 只 有 从 经 验 中 才 
能 学 会 的 一 些 特殊 手段 之 外 , 上 述 简化 途径 主要 根据 商 种 常用 的 方 
法 “ 换 元 法 ”和 “分 部 积分 法 "， 这 两 种 方法 都 能 使 我 们 用 许多 
方式 来 变换 给 定 的 积分 ; 而 变换 的 目的 大 都 是 为 了 通过 一 步 或 几 步 
运算 将 给 定 的 积分 简化 为 一 个 或 多 个 前 面 已 经 给 出 的 初等 积分 公 
式 


3.9 换 元 法 
复 会 史 数 的 积分 
积分 复合 函数 的 第 一 种 方法 是 引入 新 变量 ( 即 换 元 法 或 替 斤 
法 ) 其 目的 在 于 将 复合 函数 (例如 z -< 或 cz + 的 西数 ) 的 积分 
化 为 比较 简单 的 函数 的 积分 . 
a. 换 元 公式 ， 复 合 函数 的 积分 


复合 函数 的 积分 法 则 可 由 对 应 的 微分 链 式 法 则 推出 . 对 于 复合 


DJ) 在 本 章 中 我 有 不 讨论 无 需 首 先 求 出 - 般 的 原 函 数 即 可 计算 的 一 些 特殊 定 积分 的 
问题 ， 这 些 问题 与 本 节 所 读 略 有 不 同 . 
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函数 G(w) = Flp(z)], 我 们 有 ( 见 第 244 页 ) 


0 - FEO -Petolwt G9 


为 了 使 这 个 公式 成 立 ， 只 需要 函数 > = p(w) 和 F(z) 分 别 对 于 它 
们 各 自 的 自 变 攻 uz 是 连续 可 微 的 ， 关 且 F(z) 灶 于 函数 = 一 ea 
所 取 的 值 = 有 定义 (也 就 是 说 ， 函 数 p 的 值 域 必 须 属于 F 的 定义 
域 ) 将 这 个 公式 在 积分 限 + = a 和 4 = 8 之 间 进 行 积分 ， 我 们 得 
到 
GO — Gla) = Flela — Flp(o)] 
B 

=/ Fle Gd. Qn 

如 果 这 里 
0) =b va) = 

则 我 们 有 


下 
Flp(B)] ~ Ple(al= F(6) ~ F(a) = / F(a)dz. 
令 Pr(z) = f(s), 我 们 得 到 基本 置换 公式 


b A 
mm z=olu) 8) 
或 者 引入 莱 布 尼 兹 的 微分 表示 法 dy = dz 又 可 改写 为 
f stwar = /ro (18a) 


这 里 > = p(w) 是 在 端点 为 a 和 8 的 区 间 J 上 定义 的 且 具 有 连续 
导数 的 任何 函数 ; 这 个 函数 将 区 间 的 端点 a 和 分别 映 射 为 2 二 a 
和 = 5; 而 了 的 一 切 点 在 映射 p 下 所 成 的 象 含 于 区 间 到 并 假设 
函数 f(z) 在 区 间 了 工 上 是 连续 的 . 还 有 我 们 可 以 将 f(z) 的 任何 原 晒 
数 取 为 F(z). 
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应 当 注意 的 是 ， 换 元 法 则 (18) 并 不 要 求 映射 = = (将 a 和 
B 之 间 的 点 仅仅 映射 为 a 和 4 之 间 的 点 ， 也 不 要 求 不 同 的 值 映 
射 为 不 同 的 z 值 ， 而 仅仅 要 求 a 和 如 分 别 映射 为 "和 疡 并 用 对 于 
当 忆 在 a 和 8 之 间 取 值 时 p(w) 所 取 的 值 x, f(z) 有 定义 . 

如 果 写 成 不 定 积分 ， 则 换 元 法 有 下 列 形 式 


GW = { soto wen= {fiede = Ft) = Phot (19) 
微分 符号 , 
plu)du = 生 如 和 dz 
是 入 等 的 , 如 果 我 们 在 形式 上 将 分 子 中 的 dw 和 分 母 中 的 du 相 消 . 
例 “把 公式 (18) 应 用 于 被 积 本 数 ftz) = 二 ,并 且 取 轩 换 2 
pt, 假设 在 所 考虑 的 区 间 上 y() 关 0; 这 时 


[w= {SE =k boslot), 


或 者 将 变量 4 仍然 换 为 z, 则 有 
/ P) do — log |g(z)]. (20) 


2(z) 
如 果 我 们 将 一 些 特定 的 函数 ， 例 如 w(z) = logz,p(z) = sinz 
或 plz) = cosz 代入 这 个 重要 的 公式 ， 则 得 到 3 


/ss = sliogel, 
zlogz (21) 


fe xdz = log|sin zl， aaa = 一 log|cosz|. 


另 - 些 全 也 
f eedotwan = f var = 3 = $e, 


1) 这 些 公式 以 及 下 面 的 一 些 公式 是 不 难 验证 的 ， 只 要 把 所 得 的 结果 进行 微分 , 我 们 
恒 重 新 得 到 被 积 函数 . 
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这 里 f(z] = z, 当 p(w) = logw 时 ， 就 得 到 


lbgu, 1, 隐 
f log ‘22) 


最 后 我 们 考虑 


sin” wu cos udu. 
这 里 z= sinw = girw), 国 此 


rl i 
f snr veos udu = f was = 了 -了 
如 十 1 五 十 上 


对 于 任何 在 区 间 -1 < x < 1 上 连续 的 函数 fix), 经 过 同样 的 
置换 x = sinu, 下 得 到 
广 f(sinu) cos udu = 六 flz)dz. 


如 果 在 这 里 取 a =0 利 83= 27, 那么 我 们 便 取 得 这 样 一 个 例子 ,其 
中 所 采用 的 置换 ? = ylw) = sinu = x 并 不 是 在 区 间 “< < 8 上 
单调 的 喘 射 函 数 ， 这 时 ， 我 们 得 到 


2 
人 f(sin ti) cos udu = / f(s}dzr =0. 
[a 0 


换 元 法 则 的 其 他 形式 - 
在 许多 应 用 当中 ， 所 要 计算 的 积分 是 按 下 列 形式 给 出 的 


FF 四 = /palaw 


其 中 被 积 冰 数 是 复合 函数 hp(ww, 而 不 存在 因子 w/tt). 但 如 果 我 
们 能 够 将 被 积 画 数 上 pta]] 写成 了 [p(w wu) 的 形式 ， 就 可 应 用 置 
换 法 则 :18) 了 .这 一 点 总 是 可 以 实现 的 ， 只 要 函数 x = p(w) 具 
有 不 等 于 堆 的 连续 导数 yp'(w). 因为 这 时 存在 反 函 数 “= wz), 并 
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具有 连续 导数 3 = WW(z) = 
f(a), 此 时 的 锯 有 


芭 -如果 取 本 数 Mejyel 作为 


Mt- EE fet 


而 由 换 元 活 则 我 们 得 到 
f secolae = f fiotaly au = 六 am 
- f h(a)y (ed = / ha 至 de (23) 


要 求 wp'(u} 关 0, 是 为 了 避免 公式 (23) 中 的 表达 式 至 成 为 无 穷 大 、 

初学 者 一 定 不 要 忘记 在 积分 中 把 小 (x) 置换 为 “ 时 ,我们 不 仅 
必须 通过 新 的 变量 4 来 表示 诛 变量 x, 而 且 必 须 对 这 个 新 的 变量 进 
行 积分 ; 面 且 在 积分 以 前 , 我们 必须 乘 以 原 变量 5 对 于 新 变量 的 
导数 。 当 然 ， 这 是 可 由 莱 布 尼 兹 表示 法 hdr = hh 地-du 联想 到 的 . 
在 定 积分 


四 在 
了 letzjldz = f h(a) (udu 


中 ， 我 信 一 定 不 要 访 记 把 (对 = 的 ) 积分 限 we 换 为 [对 新 变量 加 
相应 的 积分 限 a = (a) 和 二 (0. 
全 为 了 计算 jin2zdz, 我 们 取 一 (2) = 2 和 Ww) = 


sinu. 我 们 有 a 1 
TT 
Wy) 9， 三. 
7) = 


现 夺 ， 如 果 我 们 将 w = 2z 作为 新 的 变量 代入 积分 ， 这 时 积分 不 
是 变 扫 为 了 sinudu, 而 是 变换 为 
/mu cosw = -1 cos2r; 


举 然 ， 这 个 式 子 通过 将 右 端 微分 即 可 验证 . 
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如 果 我 们 在 积分 艰 0 和 my/4 之 间 对 z 积分 ， 则 对 于 新 变量 
二 2z 的 相应 的 积分 眼 是 0 和 ry72, 于 是 我 们 得 到 


mid 1 ra 1 /2 
人 sin 2rdz 二 一 人 sinwudu 一 一 二 cos 到 
0 2 2 


_1 
站 2 


4 
另 一 个 简单 的 例子 是 职 分 / 和 化. 这 里 我 们 取 w = Wz) = 
YT, 由 此 z= p(w) = 从 . 因为 wife = 2w, 所 以 有 


4 2 dd 2 
三 笃 - 2 2 =2. 
1 VE 1 J1 


作为 第 三 个 合子， 我们 考虑 sin 二 在 区 间 地 < + < 1 上 的 积 
分 对 于 wx= 直 或 = 一 二, 我 人 有 加 = 一 至， 因此 


1 1 1 sint 2 sinu 
sin—dzr=— 3du= du 
172 I 2 下 i 时 


部 . 换 元 公式 的 另 一 种 推导 方法 


前 面 的 积分 公式 (17), 如 果 将 其 表示 法 稍 加 改动 ， 也 可 直接 子 
以 解释 ， 这 时 根据 的 是 将 这 个 定 积分 定义 为 和 和 前 极限 1), 而 不 认为 
它 是 由 链 式微 分 法 则 推出 来 的 ， 为 了 计算 积分 


由 
/太吉 EDlar 


三 ae <? 的 情况 下 ), 我 信 首 先 对 区 间 a < = < 作 任 一 分 划 ， 然 后 
再 使 得 分 划 越 来 越 细 ， 具 体 方法 如 下 ; 如 果 函 数 。 = Wz) 是 假设 为 
单调 增加 的 , 则 在 z 轴 上 的 区 间 a < > < 和 = (x) 之 值 的 区 间 
a < w < 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ， 这 里 a = Va). 5 = Ww(5). 
我 们 将 这 个 x 及 相 区 间 分 成 长 度 为 Ax 的 等 分 0; 于 是 对 应 地 存 

.二 这 样 得 到 的 结果 ,只 限于 单调 的 置换 , 半 此 不 售 直 话 式 沿 分 法 刚 推出 的 公式 (13) 
”机 等 了 的 人 证 对 于 下 并 不 是 必要 的 , 


在 一 种 将 所 在 区 回 划 分成-- 共 子 区 间 的 分 旭 , 一般 说 来 ， 这 些 子 
区 间 的 长 度 不 全 祖 等 ， 我 们 把 > 所 在 区 间 的 分 点 记 为 


£3 = QT Ta ,Pn = b, 


而 将 所 所 在 区 问 的 对 应 兽 元 的 长 广 记 为 


ay Aus , Aun. 
这 时 ， 我 们 所 考察 的 积分 乃 是 和 


Dp) Ar 
的 极限 ， 其 中 数 伪 & 是 由 «所 在 区 间 的 第 个子 区 交 中 任意 先 
取 的 ， 现 在 再 把 这 个 和 写 为 六 au 全 一 Aw 的 形式 ， 其 中 tw = 


(8:), 根据 微分 学 中 信 定 理 ， EE mwl 其 中 届 是 在 站 
区 间 的 第 个 子 区 间 中 茶 个 值 ， x = p(w) 表示 u = 3(z) 的 友 西 


数 ， 现 在 如 果 我 们 这 样 来 选取 数值 6: 使 得 w 和 mn 相 重 合 ， 也 就 
是 说 % = 可 总 qo》 这 时 我 们 所 作 的 和 取 下 列 形 式 : 


bp hm yp nA. 


el 


如 果 我 们 令 其 中 的 n 一 co 而 取 极限 3, 则 得 到 表达 式 


a 
f ha 
作为 极 根 值 ， 即 上 述 积分 之 值 ， 这 同 前 面 给 出 的 公式 [23) 是 一 至 
的 . 
因此 ， 我 们 得 到 下 述 结论 : 


2) 这 个 极限 存在 〈 当 Am 一 D9 时 1, 并 且 就 是 上 述 定 积分 信 ， 内 大 析 纪 二 (2 
的 -~ 致 术 污 性 ， 当 和 从 z 趋向 于 零 时 最 大 的 长 度 Aw 趋向 于 夫 . 
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定理 届 hu) 是 区 间 a < u < 8 上 的 连续 前 数 .如果 函 歼 
大 was 二 是 关连 继 多 并且 具有 不 过 了 和 
的 入 履 各 ,而 Vy ww 一 公 区 


bh b 3 
1 Hufayjadz = 1 h(wds = 1 hay 至 du. 


这 种 推导 方法 天 明了 某 布 尼 效 表示 法 的 富有 启发 性 的 优点 . 为 了 实 
行 置换 4 = (x), 我 们 只 须 将 dx 改写 为 至 如 并 且 将 积分 限 由 
原来 的 * 值 换 为 对 应 的 kx 值 . 


5. 例 . 积分 公式 


在 许多 情况 下 ,才能 漠 助 效 元 法 则 来 计算 给 定 的 积分 了 f(z}d, 
如 果 我 们 能 通过 适当 的 置换 s = p(w) 将 这 个 积分 化 为 积分 表 中 的 
初等 积分 之 一 的 话 ， 但 是 对 于 是 否 存 在 这 种 置换 和 怎样 求 出 这 种 
置 效 的 问题 不 能 给 出 一 般 的 解答 ， 这 里 无 宁 是 要 任 实 际 经 验 和 机 
第 ， 而 不 息 赖 于 统一 的 方法 . 

作为 一 个 例子 我 们 来 计算 积分 了 -一 亏 ， 湛 助 于 导 
z= pi) = aww = Wo) = ,do = adw 并 利用 第 295 页 上 的 积 
分 表 中 第 13 式 ， 我 们 得 到 


EE aaa 
VE | a Mn 
当 |e| < lal 时 ， {24) 


2 为 简单 起 见 ， 我 们 仍 将 答 号 dz 到 de 分 开 来 写 , 即 写成 de = 好 (wdw 而 不 写 
咸 王 AW)( 风 第 201 页 ). 
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通过 同样 的 置换 ， 我 们 还 可 得 到 


dz adu 1 1 了 
re 一 / a Ta PT a Wn is) 
/ A =ar sinhT; (26) 
dr T 
/ 一 cosh 二， 当 |z| > lel 时 ; (27) 


1 人 、 
/ de |) a tons 当 |z| < lo 时， 
3x2 
二 工 ar coth 三 ， 当 |z| > ja 时. 
a a 


这 些 公 式 经 党 出现， 并且 不 难 通过 将 右 端 微分 来 验证 . 


3.10 ” 换 元 法 的 其 他 实例 


在 本 节 中 我 们 收集 了 一 些 例子 , 读者 可 以 作为 练习 仔细 地 加 以 


演算 . 
通过 置换 4 二 1 十 z2, du = 土 2cdz, 我 们 可 以 推出 : 
wady 
FE +Vite, (29) 
/eh (30) 
在 上 述 的 公式 中 ， 我们 必须 (在 三 个 地 方 ) 全 取 正 号 , 或 者 (在 
三 个 地 方 ) 全 取 负 号 . 
通过 置 模 = ar 十 5.du = adz(a 关 0), 我 们 得 到 
2 5= Tlog jaw t+, (31) 


fe +4 bede = ers Dt (ao 天 -0D， (32) 
/ sin(az + bdz = -3 cos(az + (33) 
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类 伏地， 通过 置换 u = cosz;du = 一 sin zdz, 可 得 到 
f wnsar = ~logjcosz， (34) 

而 通过 置换 4 = sinz,du = coszdz, 则 得 到 
f cot zdzr = log |sina| (35) 


[参见 第 298 页 (21)]. 第 用 相应 的 渭 换 w = cosh z, dw = sinh rdz 和 
= sinh z,du = cosh zdz, 又 可 得 到 公式 


1/ tanh rdz = log cosh z， (36) 
1 coth zdz = log |sinh z|. (37) 


借助 于 交换 4 一 全) tanz dw = 全) seczdz, 我 们 得 到 下 列 两 个 
公式 


f ds _ ;/ 1 C2 
3 in 7 3 3 
osin2z 十 瑟 cos2z 放 (etl 
[9 
1 2 
—arctanl tanx 
= 全 ) (38) 
Lare cot (和 tan 
ob b 


1 a 
f dr _ -bh (Ftanz) (9) 
a2 sin? sg —b cos -二 areoth( 全 tanz) 
现在 来 计算 积分 加 
ln 
完 用 公式 sinz =2sin (三 ] cos [ 子 ) = ?tan (三 ) co (三 ), 然 
人 zt 人 (全 三 ), 则 有 咽 一 了 sec? (三 ) sr 这 时 积分 变 为 


re 时 jog]n 子 | (40) 


sinzg 
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如 果 将 其 中 的 = 换 成 = 一 于 这 个 公式 则 变 为 


dr £ 、 
/ cos 了 =iogJean (3 +4)|. (41) 
如 果 应 用 熟知 的 三 角 公 式 2cos?z = 1+ cos2z 和 2sin? x = 
1 一 cos2x, 并 且 取 舞 换 wu = 2x, 则 得 到 常用 的 公式 : 


1 cos? zdz = 了 Ge 十 sinzrcosa) (42) 


f si rar = $e sina con). (43) 
通过 置换 z = cos wu [等 恰 于 4% = arc cos 2), 或 者 更 一 般 地 说 ， 
通过 置换 = = ecosw(a #* 9, 我 们 可 将 积分 
fv 二 和 VE id 
分 别 化 为 上 述 公式 中 的 积分 。 于是， 我 们 得 到 
fv — 22dx = -are vos + Ve -a {44) 
相应 地 ， 通 过 轩 换 = = ecoshw, 我 们 得 到 公式 


2 
fv aide = arcosh TE + TVET (的 


而 通过 置换 = = esinhu, 则 得 到 
f Varese= ar sh 二 十 了 2 十 22. (46) 


和 


又 通过 置换 w= 人 ,dan = - (所) 和, 可 得 到 下 列 公式 : 


Ca sn GD 

ov a | 

fs =—Larsinhe, (48) 
ZWV22 + oT & 


dz 1 a ， 
一 一 =- 一 Rh 二 . 
/去 二 ar sh (49) 
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最 后 ， 我 们 来 考虑 三 个 积分 
/ sin me sin nzdz, / sin mazcosnzda， / cos mz cos nzds, 
其 中 mm 和 是 让 整数 ， 根 据 热 知 的 三 角 公式 
sit hz Sin nz = Sleos(m 一 mz — cos(m + n)s], 
sin mez cosns = [in(m + Dz + sin(m 一 由 对 ， 
co0s ma cos ng = Tleos(m 十 mx 十 cosgtm 一 站台 ， 


则 可 将 每 一 个 积分 都 分 成 两 部 分 ,现在 再 分 别 利用 置换 = (mz 十 
njz 和 = (m 一 n)z, 就 能 直接 得 到 下 列 一 组 公式 : 


1 fsin(m-n)r sin(m+n)z] 、 
/ . . | mn mn An, 
sinmz sin nzdz 一 
1 sin 2mz y 
am me; 
(50) 
1 fcos(mtn)z cos(m—n)r 
| - 瑟 {2 时 
/ Sin mz cos nzdzr= 1 / cos 2mg 
-二 当 m=n 时 ; 
2 ( 2m ) 
(51) 
1 [sin(mtn)e sin(m—n)z 
回 {2 mn 
f cos mz cos nzdz= 1 /sin2me 
3 ( 5 1) 当 m=n 时 . 
(52) 


特别 是 ， 如 果 我 们 把 它们 从 -sx 到 + 进行 积分 ， 则 由 这 些 公式 可 
以 得 到 下 列 极其 重要 的 关系 式 : 


广 ; { 0 当 m 天 m 时 ， 
sin mz sinmzdz = 
7 x 当 m=n 时 ; 


+ 
/ sinmzcosnzdzr = 0; (53) 
一 
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+ 了 y 1 
1 Cos me cos 2TG2 = { 0 im #7 时 , 


7 当 m =n 了 时 . 


这 就 是 三 角 函 数 鸭 正 交 关系 ， 在 84 节 。 中 我 们 还 会 遇 到 - 


3.11 ”分 部 积分 法 
a 一般 公 式 
分 部 积分 法 是 在 处 理 积 分 问题 时 广泛 应 用 的 另 -- 种 方法 ， 这 种 
方法 是 乘积 的 微分 法 则 
{fay = f'g+ fg 


的 积分 表达 形式 . 
对 应 的 积分 公式 是 


eagle) = /ayeide+ f fio) ede 
或 

rarama= resm- ain 大 
如 果 采 用 莱 布 尼 效 微分 表示 法 ， 这 个 公式 变 为 

J ra = so- f aa. (548) 

这 个 公式 称 为 分 部 积分 公式 . 利用 这 个 公式 可 将 计算 菏 一 个 积分 
问题 化 为 评 算 另 一 个 积分 的 问题. 因为 络 定 的 补 积 通 数 可 以 按照 许 
许多 多 的 不 同方 式 看 成 染 积 (2) 人 (z), 所 以 这 个 公式 给 我 们 提供 了 


一 种 变换 积分 的 有 效 工具 
当 写 成 定 积分 的 形式 时 ， 分 部 积分 公式 是 


岂 
一 三 gtajrfzjdz 


b 
= /00t0 ~ (a9(e ~ alaf Cer. 


， 
{rege = yo 


(545) 
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这 个 公式 可 以 通过 乘积 的 导数 公式 在 积分 限 a 和 之 间 进 行 积分 
而 直接 推出 ， 也 可 以 利用 公式 (54). 取 其 在 点 上 和 点 a 上 的 值 之 莽 
而 得 到 . 

对 于 公式 [54b} 我 们 可 以 给 出 一 个 简单 的 几何 解释 ， 让 我 们 假 
设 y= f(z) 和 z= g(z) 者 是 单调 的 且 Fla) = 4,f(6) = B,gla) = 
a gl = 局 这 时 ， 我 们 可 以 作出 第 一 个 函数 的 反 函 数 ， 并 代入 第 
二 个 函数 ， 于 是 得 到 作为 y 的 函数 z. 我 们 假设 这 个 函数 是 单调 增 
邯 的 ， 因 为 曙 = f(z)dz, dz 一 g(x)dz, 分 部 积分 公式 可 以 写 为 参 
见 第 297 页 接 苑 法 则 (18)] 


a 
f vat f zdy = BS— Aa, 
2 E! 


图 3.27 


这 与 图 3.27 表明 的 下 列 关系 是 一 致 的 : 
面积 NQLK+ 面积 PMILQ= 面积 OMLK -面积 OPQN. 
下 面 的 树 子 可 以 作为 第 一 个 例证 : 


f rsrar = f iogs Jdx. 


这 样 来 写 被 积 西数 , 是 为 了 表明 我 们 要 设 f(z) = jagz 和 9(z) 一 上 
于 是 有 也 人 = 二, g(x) = 
这 时 由 公式 {5 分 得 到 


1 logzdz = zlogz - 1 一 bzlpgz —z. {55) 


最 后 ， 这 个 表达 式 确实 是 对 数 函数 的 不 定 积分 ， 通 过 微分 立即 可 证 
实 这 一 点 . 


b. 分 部 积分 的 其 他 例子 
取 fli?) 二 2,9(z) 一 07 于 是 有 f(z) = gz) = er?, 可 拓 


/ zerdz 一 or(z —1). 156) 
类 似 地 ， 我 们 得 色 
msdn= -acoszrsiaz (57) 
和 
广 coszdr = zsin gw + cosz. (58) 


对 于 fw) = logz, g(x) = x", 有 关系 式 


+1 1 
/ mlogzdz 一 二 (ess 一 i) . (59) 
这 里 我 们 必须 假设 a 关 -1. 当 4 = -1 时 ， 我 们 得 到 的 是 


1 2 dz 
1 可 log zdz = (logzh - free- 宅 ， 


将 右 端 的 积分 移 到 左 端 加 以 合并 ， 于 是 有 [ 见 第 299 页 (22)] 
1 Llogzde = 二 (logz). (60) 


3t0 ， 


下 面 来 计算 积分 arc sir wdz, 这 里 取 f(x) = arc sin mg'(z) = 
1. 因此 有 


1 zdr 
arc sin zdz 一 Yarc sin 2 一 二 
Vl- 


右 端的 积分 可 按 第 304 页 公式 (29) 算出 ， 于 是 我 们 得 划 


J ar sin zdz = zarc sin z + Vi ~ 2. (61) 


用 同样 方法 ， 还 可 求 得 
了 arc tan zdz = zarc tan £ — 到 istl 十 z2) {62) 
以 及 其 他 许多 同类 型 的 公式 . 
下 面 的 一 些 例子 性 质 有 些 不 同 ; 其 中 反复 进行 分 部 积分 ,就 会 


出 现 原来 的 积 分 ， 因 此 我 们 得 到 的 是 含有 原 积分 的 一 个 方程 . 
在 下 述 积分 中 用 这 种 方法 ， 我 们 得 到 


fe sin brde — — Ler= cosby + Ff” cosbzdz 


b 


1 CT @ QT a QT oi 
= -er cosie 十 总 ecrsintr- gf/: sin brdz; 


现在 由 此 方程 解 出 积分 1 e** sin pzdr, 最 后 得 到 
了 ee=siabzdz 一 ec sia 如 icoste) (63) 
用 同样 方法 可 以 推出 


je cosbrdr = 


1 
BT (ocosbr tbsinbe). (64) 


< 关于 fb) + fla} 的 积分 公式 


作为 最 后 一 个 例子 ， 我 们 来 推导 一 个 把 和 FlB) + Po) ( 面 不 是 
由 基本 公式 给 出 的 卷 fib) - f(a)) 表示 成 定 积分 的 著名 公式 . 引入 
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1 一 gz), 这 里 glz) = 并 一 mm 其 中 mm 为 在 意 常数 ， 然 后 对 于 下 述 
不 定 积分 进行 分 部 积分 ， 我 们 有 


/ rzjar + / Atzjte-mjar= fer — mm. 
在 a 和 4 之 间 取 定 机 分 ， 则 有 
人 “jisjar+ f{ ‘Foe mar = Fm Foe -my). 
现在 我 们 将 。 和 5 之 间 的 平均 秆 之 (e - 昌 取 为 m, 则 得 到 


& b 
33 U0 =f five + f emf, 

这 一 点 读者 是 不 难 验 证 的 . 
4 递 失 公式 

在 许多 情况 下 ,被 积 函数 不 只 是 自 变量 的 函数 ， 而 且 还 依赖 于 
名 数 指 标 ”这 时 经 过 分 部 积分 ， 我 们 得 到 的 往往 不 是 积分 的 信 ， 
而 是 另 一 个 类 似 的 表达 式 ， 其 中 指标 n 具有 较 小 的 入 这样， 经 过 
几 步 以 后 , 我 们 就 能 得 到 可 用 第 279 页 上 的 积分 表 来 处 理 的 一 个 积 
分 ,这 种 方法 称 为 递 推 法 . 

下 面 举 例 斯 以 说 明 . 我 们 可 以 反复 应 用 分 部 积分 来 计算 下 列 三 
角 洒 数 的 积分 : 


J esr ae, f sin" cdr / sin™ zeos" wlT, 


其 中 m 和 n 都 是 正 整数 .对 于 第 一 个 积分 , 取 f(z) = cos™!z,g[x) 二 
sin zx, 我 们 得 到 


fe Zdz = cosr lzsint + (rn— Df es" TSsin2 zdz; 


布 端 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


cos™ lzsmr+(n— Df eos” wdz — (nC— Df oo dx; 
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于 是 经 过 整理 后 可 得 到 递 推 关系 式 : 


1 ， -1 _ 
/ cosnzdz 一 一 cosnlcsinz 二 了 二- 上 cosr-2zdz (65) 
人 n 


现在 反复 应 用 这 个 公式 ( 蔡 换 指标 ), 就 可 以 使 被 积 函 数 的 指标 逐步 
减 小 ， 直 到 最 后 得 到 积分 


Jo -oz 或 /= 


究竟 得 到 哪 一 个 积分 ， 取决 于 nt 是 奇数 还 是 偶数 用 同样 的 方法 
还 可 得 到 类 似 的 递 推 公式 


—1 > 
f sin wdz = - 工 sinn-lzcosz + fs zdr (66) 
n n 


jn 十 1 一 工 
, sin™t zcos IF no— 。 a 
sin™ zcosnzdz 一 一 一 一 一 sin™ z oosn ?zdr 
m+n m+n 


特别 是 ， 我 们 有 fm 一 区 


fase wdz = Fie 一 smzcosz) 


1 
fe zdzr = + sinzrcose), 


这 同 以 前 用 换 元 法 得 到 的 结果 一 样 [第 305 页 公式 (42), (431]. 
儿 乎 木 需要 再 指出 , 我 们 可 以 用 完全 相同 的 方法 来 计算 相应 的 
下 列 双 曲 函 数 的 积分 ， 


7 sinh3zde = (e+ sink weosh zh) {68} 


/ cosh?rdz = 了 Ge 十 sinh zcosh 2). {69) 
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还 可 得 到 另 一 些 涪 推 公式 ， 


f er"ar = z(logr)™ —m fio 2)™ ld, (70) 
ee 一 zee 一 由 et (71) 
/ Zz si rdz = ~z™ cosF + / zmTlcoszdr， {72) 
f= coszdz = zx™ sinz —m fs" sinadr, (73) 
tl mm 
a ms oga)™ mm crlog wym-1 
fs (og7r)™dr = 5 arij” loge)™ dz 


{aD). (7 


e. Tt 的 沃 里 斯 (Wallis) 无 穷 乘积 表示 


利用 积分 J sin" zdzimn > 1) 的 递 推 公式 ， 我 们 可 以 将 数 < 表 
示 为 “无 穷 秋 积 ”的 精彩 的 表达 式 、 首 先 在 公式 


1 工 1 nl 
fs wdxr = 一 元 各” Tcos 十 一 io 


中 ， 我 们 如 上 积分 限 0 和 地 ,于 是 得 到 


nf2 ml fm/ 
1 sinn xdz 一 1 sinr-2zdr， 当 n > 1 时 ， (75) 
D o 


nn 


再 反复 应 用 递 推 公式 ， 对 于 n = 2m 和 n= 2m +1 两 种 情况 ， 我 
们 分 别 得 到 


jo - ni 
三 sin2m zdz = 2m-1 m3... i/ dz, (76) 
Dp 2 o 


a 3m 一 mi 
人 sin2mHl ydz 一 了 sinzdz， 
6 o 【76a) 


因此 


2 2m -1 2m-3 1 
in2me pdz = 2 7 
/ Sn 3m m2 Ia (TD 
2 
2m 2m-2 2 
2mtl dr = mT 77: 
/ 0 (7 
两 式 相 除 ， 得 到 
2 2 dd 
7 2.24.46.6 2m 2m / 3 
3 T3587 (Gm-l2mil) 1"/3 
9 ( 其 'f sin2™+1l rqdy 
中 


(78) 

当 m 无 限 增 大 时 ， 右 端的 两 个 积分 之 痢 收 敏 于 1. 这 一 点 从 下 

面 的 讨论 中 便 可 得 知 ， 在 区 间 0 < z < 子 中 ，0 < sz < 我 们 
有 


rm- 


0< sin: 1 


了 芭 Sinzmz < sin2™-! z; 


二 此 
1 


| 
o< 人 
, 


2 
现在 我 人 用 了 sinsmt+l zdz 来 除 每 一 项 ， 并 且 注意 到 公式 (75) 


mi? 2 
sin2m+l wdr < f sin2m zdr < f sin2m -1 zde. 
0 D 


2 
/ sin2m 1 rds 
0 


mpl 
EE] mm 2m" 
f sin2™fl pdr 
0 
我 们 有 
x 
/ sin2m -1 pdr L 
o 
1 <1+ 5 
f{ Sin2m+1 pdz 
是 


315 、 


由 此 即 可 推出 上 述 命题 . 
最 后 ， 关 系 式 


Tm 224466... 2 2rm 79) 
2 mmol33557 2m—1 2m+1 ~ 


成 立 . 

这 个 荚 积 公式 ( 沃 里 斯 提出 的 ), 及 其 简单 的 构成 规律 ， 给 出 数 
7 和 整数 之 间 的 一 种 非常 奇特 的 关系 式 . 

关于 YA 的 乘积 


se. 


作为- 个 简单 的 推论， 我 们 来 推导 关于 vf 的 同样 奇特 的 表达 
式 ， 如 果 我 们 注意 到 


ym 27m 


=1, 
mm 一 co 2m 一 下 


则 可 写 出 
I 22. 42. 2m ~ 2)? 
rr 


取 平 方 根 ， 并 且 将 分 子 和 分 母 都 乘 以 2 .4… (2m 一 2), 就 有 
Y= ， mn a 


本 了 2m—1) 
2 m2 
m2" 

_ 22.42. 2m V2m 

mo (2m)! 2m 

lim 22 .13)(22 ,22) 27 92) 2m?) 
mo0 [mVv2m 


2m 一 工 ; 
加 


由 此 ， 最 后 得 到 

mm 

nA 

一 沃 里 斯 闻 积 的 一 种 形式 ， 这 在 后 面 我 们 还 会 用 到 (参见 第 六 章 
附录 ). 
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GD 


*3.12 有理 函数 的 积分 法 


17 世纪 和 18 世纪 ， 数 学 家 们 曾 全 神 贯 注 地 寻找 各 种 能 够 明确 
地 积分 出 来 的 初等 显 画 数 ， 他 们 发 明了 大 量 的 巧妙 方法 ， 同 时 竟 定 
了 更 深 一 步 认识 的 基础 . 后 来 ， 当 我 们 认识 到 以 封闭 形式 来 完成 一 
切 显 函 数 的 积分 不 但 是 做 不 到 的 ， 而 且 实际 上 也 不 是 重要 的 目的 
时 , 那么 对 于 为 这 种 问题 而 提出 的 一 些 宛 长 烦琐 的 处 理 方法 就 逐渐 
显得 不 重要 了 ， 但 是 ， 还 有 一个 很 有 意义 的 一 般 结果 ; 

变量 = 的。 切 有 理 簿 数 R(z), 都 能 借助 于 第 295 页 的 表 中 列 
出 的 初等 积分 用 显 式 函数 表示 出 来 ， 

这 个 一 般 结果 在 高 等 复 变 负 数论 中 很 容易 得 到 . 但 是 介绍 一 种 
只 用 实 变量 的 初等 推导 方法 仍然 是 有 价值 的 . 

有 理沙 数 是 形式 为 


Rn) = 培 (81) 


的 请 数 ， 其 中 f(z) 和 gfz) 是 多 项 式 
f (5) = amzm 二 am-lzm 1! + + 00;. 

1 十 -… 十 和 (bn #0). 

我 们 可 以 想到 ,每 一个 多 项 式 都 能 直接 进行 积分 ， 且 其 积分 本 
身 也 是 多 需 式 . 所 以 ,我 们 需要 考虑 的 只 是 那些 分 母 g(x) 不 为 常数 
的 有 理 函数 ， 而 且 ， 我 们 总 是 可 以 假设 分 子 的 次 数 小 于 分 组 的 次 数 
n. 否则， 用 多 项 式 gz) 除 多 项 式 f(z), 我 们 便 得 到 次 数 小 于 的 
余 项 ， 换 名 话说， 我 们 可 以 写成 Ka) = glzjg(z) + r(z), 其 中 ale) 
和 r(a) 也 是 多 项 式 ， 而 rz) 的 次 小 于 二 因此 ， 对 四 的 积 
分 就 化 为 对 多 项 式 qtz) 入 分 式 " 革 2 的 积分 我 们 进一步 注 
意 到 ， 函 数 了 5) 可 以 表示 为 一 些 函数 思 2 之 和 ,于 是 我 们 只 沉 


5 回 oC) 
要 考虑 形 如 -7 的 函数 的 积分 


8(z) 一 bz 一 各 17 
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a. 基本 类 型 


对 于 类 型 (81) 的 最 一 般 的 有 理 函 数 的 积分 ， 我 们 分 几 步 来 进 
行 . 首先 来 研究 这 样 一 些 芋 数 ， 其 分 母 glz) 具有 特别 简单 的 形式 : 


gr) = (+) 


中 是 任何 正 整数 

然后 ,我 们 可 以 把 比较 一 般 的 情况 ， (zj = (az+ 月" 一线 
性 表达 式 az + (a #0) 的 里， 或 宪 9(e) = (oz? +20s+ on 定 
号 一 次 表达 式 1 的 寒 ， 化 为 上 面 这 种 最 简单 的 情况 ， 如 果 9(z) = 
(ee + 有 )", 我 们 引入 《 = az 十 有 作为 新 变量 ， 于 是 5 = o, 而 
= 一 二 (~ 所) 也 是 的 线性 两 数 ， 每 个 分 子 Fz) 变 威 同 次 的 多 项 
式 (8), 结果 


f(z) -1 /rr 
/Ee- = 全 性 


在 第 二 种 情况 下 ， 我 们 写 为 


az2 +,2br + c= Llas 十 芭 2 十 和 人 =ac—b,d > 0); 
因为 我 们 已 经 假设 这 个 表达 式 是 二 次 的 和 定 导 的 ， 所 以 ec - 矿 必 
定 为 正 ， 并 且 a 去 0. 引入 新 变量 


ar—b 


=I 


也 二 次 表达 式 Q(z) = az? 十 2hz 十 < 称 为 定 喜 的 , 如 果 对 于 一 切实 数 z, 它 所 取 


的 信和 具 育 扯 辣 的 符号 ， 也 就 是 说 ,方程 从 iz) 二 0 没有 实 根 ， 为 此 ， 其 充分 必要 条 件 是 
' 测 别 起 "ac 一 请 为 正 . 当然 ， 这 可 由 方程 之 根 的 明显 公式 十 (十 v 术 一 ac) 推出 ， 
与 此 等 从 地 ， 定 号 二 次 表达 式 是 不 能 分 解 为 两 个 实 线性 因 式 的 二 次 表达 式 的 - 
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科 们 得 到 可 各 本 的 分 避 为 |( < (1+ 后] 的 积 分 


因此 , 为 了 求 遇 分 母 为 线性 式 或 定 导 二 次 式 的 寡 的 有 理 函 数 的 
积分 ， 内 要 能 积分 下 烈 类 型 的 函数 就 足够 了: 


1 ra Zit 
事实 上 ， 我 们 将 看 到 ， 即 使 是 这 此 类型 也 不 需要 在 _ 服 全 况 下 来 处 
理 , 因为 我 们 能 够 把 每 一 个 有 理 函 数 的 积分 , 化 为 这 三 种 函数 在 > 一 
0 时 非常 蛙 殊 的 形式 的 积分 ， 因 此 。 现 在 我 们 集中 考虑 下 列 三 个 基 
本 类 型 的 积分 : 


1 工 
rr (mt in (iy 


b. 基本 类 型 的 积分 
对 于 第 一 各 类 型 的 画 数 一 二 -的 各 分， 如 果 n 二 4, 出 直 
接 得 到 表达 式 log aj, 如 果 n> 1 则 得 到 表 渤 式 而 二 =r 罗 


此 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 其 积分 都 是 初等 函数 .对 于 第 三 种 类 型 的 疮 
数 ， 通 过 引入 新 变量 5 = 空 + 二 也 能 直接 进行 积分 ， 由 此 我 们 得 
到 2zdr= ~ 咏 及 


/ IE /全 
| 到 logfz? +D) 如 果 n = 1 


1 
a 如 果 m > 1 


最 后 ， 为 了 计算 积分 
dr 
” =/ TI 
其 中 nn 是 任何 大 于 1 的 整数 ， 我 们 采用 递 推 法 : 先 取 


1 1 2 
(z+ [一 1 一 fr) 
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则 有 


/ dz _ dr dr 
{ri + 1)™ (zx? + 1 和 (2 一 1 


应 用 第 308 页 公式 (54), 设 


fe) = = Ty 
那么 我 们 可 以 通过 分 部 积分 来 变换 右 端 ， 于 是 ， 如 刚才 所 得 
1 1 
(二 一 一 


了 fn 2 D1 


因而 ， 得 公 


dr 人 
” =/ Tl Dn ri 
2n—3 dr 
这 样 ， 计 算 积分 化 为 计算 积分 六-;、 如 果 n 一 1 > 1, 则 将 同样 
的 处 理 方法 应 用 于 后 一 积分 , 如 此 继续 下 去 ， 直 至 最 后 达到 表达 式 
dr 

1 2Z2 十 1 
总 之 ， 我 们 看 到 积分 [4 可 以 通过 有 理 丽 数 和 郊 数 are tan = 表示 

出 来 . - 
虎 便 指出 ， 若 采用 置换 = = tant oe 


= arc tanz. 


的 积分 这 时 ， 我们 有 de 二 sectidt 和 工 37 一 coe? 
因此 Mm 
/ een = / cos2r 2 tdt, 
DD 前 数 二 5 一 t— Ls 的 简 分 也 外 用 相同 的 方法 来 计算 ,通过 相 意 的 递 推广 法， 我们 
可 将 这 个 积分 化 为 积分 
/ I 空 ; 一 ar tanh z( 或 ar coth x), 
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我 们 已 经 学 会 第 313 页 ， 式 (65)] 如 何 计算 这 个 积分 . 
<. 部 分 分 式 


现在 我 们 已 经 可 以 来 积分 最 一 般 的 有 理 函 数 了 . 首先 利用 下 一 
事实 : 每 ~- 个 有 理 函 数 都 能 够 表示 为 所 谓 部 分 分 式 之 和 , 即 表示 为 
一 个 多 项 式 和 有 限 个 有 理 函 数 之 和 , 其 中 每 一 个 有 理 画 数 或 者 其 分 
母 是 线性 式 的 寡 ， 而 分 子 是 常数 ， 或 者 其 分 母 是 定 号 二 次 式 的 寡 ， 
而 分 子 是 线性 师 数 .如果 分 子 f(z) 的 次 数 低 于 分 母 g(z) 的 次 数 ， 
当然 不 出 现 多 项 式 . 每 一 个 部 分 分 式 的 积分 ， 我 们 是 已 经 知道 的 . 
按照 第 318 页 的 论述 ， 分 母 可 以 化 为 特殊 的 形式 2? 和 (2? 十 1)” 之 
一 ， 因 此 分 式 就 是 第 318 页 上 的 基本 类 型 积分 的 组 合 . 

对 于 分 解 成 上 述 部 分 分 式 的 可 能 性 , 我 们 不 准备 给 出 一 般 的 证 
明 . 我 们 只 是 叙述 一 个 读者 不 难 理解 的 定理 ,并 且 通 过 实例 说 明 在 
一 些 典 型 的 情况 下 怎样 才能 实现 这 一 分 解 . 实际 上 ， 我们 只 是 处 理 
一 些 比较 简单 的 函数 ， 否 则 计算 过 程 将 会 十 分 复杂 . 

我 们 从 初等 代数 已 经 知道 ， 每 一 个 实 多 项 式 g(z) 都 能 写成 下 
列 形式 : 
gz) = az 一 ad 得 (zz-as)2 (22+2be + en)" (22+2b2r+ ea)™ +, 


这 里 , 数 a1,q2,… 是 方程 qz) = 0 的 不 同 的 实 根 , 正 整 数 1,12,… 
表示 这 些 根 的 重 根 数 ; 因 式 zz + 2bvz + cv 表示 具有 共生 复 根 的 定 
号 二 次 式 ， 其 中 任何 两 个 都 不 相同 ， 正 整数 mi, ra … 为 各 共 示 复 根 
的 重 根 数 . 

我 们 假设 ， 分 母 g(x) 或 者 就 是 以 这 种 形式 给 出 的 ， 或 者 是 通 
过 计算 实 根 和 复 根 把 它 写成 这 种 形式 ， 还 假设 ， 分 子 f(z) 的 次 数 
低 于 分 母 g(x) 的 次 数 ( 见 第 317 页 )， 这 时 ， 关 于 分 解 成 部 分 分 式 
的 定理 可 以 表述 如 下 ， 对 于 每 一 个 因 式 (z - a)’, 其 中 a 是 任 一 个 
D 这 个 所 调 代 歼 学 基本 定理 的 真正 的 证 明 ,并 不 属于 代数 学 的 范围 ， 根 据 复 变 二 
歼 论 的 方法 ， 这 个 定 表 是 委 符 吻 还 明 的 ， ““ 
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1 重 实 根 ， 我 们 可 以 来 定 出 下 列 形 式 的 表达 式 ， 


A A2 起 
sat (2 — a)? 十 (xz— oa) 


而 对 于 乘积 中 每 一 个 自 乘 7 次 的 二 次 因 式 @(z) = z? 十 2bz 十 c, 我 
们 可 以 确定 下 列 形式 的 表达 式 : 


号 二 Cr Bo+Czr Br+i+Crr 
+ 十 十 ， 
[9 0 8 


全 得 表 数 了 是 所 有 这 些 表 达 式 之 和 (4 Be cy 均 为 常数 | 


换 杀 话说 商 -2 能 各 表示 为 一 些 分 式 之 和 。 其 中 每 一 个 分 式 都 
属于 前 而 已 被 积分 了 的 那些 关 型 之 1 
在 一 些 特 珠 博 况 下 ,通过 现 案 就 很 容易 进行 部 分 分 式 的 分 解 
例如 ， 如 果 gfz] = 一 我 们 立即 看 出 
1 _1 1 1 
21 2{t7-D) 2t2+0’ 


/ dr 1 
ml 2 
了 我 们 简要 地 介绍 一 种 方法 ， 当 g(z) 能 够 完全 分 解 成 线性 央 式 时 、 根 所 这 种 方法 
就 可 以 证 明 这 种 分 刻 成 部 分 分 式 的 可 能 性 ， 而 不 必 应 用 复 变 函 数 的 理论 ， 如 果 9(z) 二 
(= 一 ohtzh 而 hfc] 闫 0, 则 在 方程 
f(z} fa) 1 fo)hlo) -fn 
5 por-or Reo) (orhe) 


的 右 识 ， 当 z= cx 时 ,其 分 子 显 热 等 于 鹤 ; 所 以 它 的 形式 是 h(a)(r - a)"™fh{z), 其 中 


于 是 


多 十 工 


村 | 


万 (=} 也 是 一 个 多 项 式 ， 整 数 m > 1, 并 且 六 (a) 关 0. 我 们 记 He = 9, 于 是 得 到 
fs) 6 _, Ea] 
gz eal 人 一 amhao 


继续 进行 这 一 过 程 ， 我 们 能 够 逐渐 减 小 分 母 中 出 现 的 人 z 一 a) 之 等 的 次 数 ， 直 到 不 再 
和 有 这 样 的 因 我 时 为 止 。 在 剩余 的 分 式 上 ， 我 们 对 子 g(z) 的 另 一 个 根 重 复 进行 二 述 过 
程 ， 而 9(z) 有 允 候 不 同 的 因 式 ， 就 重复 进行 多 少 次 ， 不 仅 对 于 实 根 。 而 且 对 于 复 根 ， 
都 这 样 散 ， 并 且 将 共 绕 复 分 式 合共 起 来 ， 最 后 我 们 便 把 它 完全 分 解 成 部 分 分 式 . 
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更 一 般 地 说 来 ， 如 果 g(z) = {zx -al(z 一 外 , 即 gfz) 是 具有 两 个 实 
零点 和 月 的 非 定 号 二 次 表达 式 ， 我 们 则 有 
1 1 1 
(z—o)z-8) (a-A) (z-o) 
-1 1 
(ae -月 (一 有 


于 是 


1/ dr 加 1 lou' 二 [a 
wor-B) a-p viz-Bl 
分解 成 部 分 分 式 举例 ， 待 定 系数 法 


如 果 g(x) = 位 一 aajtz 一 oaj (zz 一 am)) 当 i 关 有 时 oa 产 ah 
即 方程 9(z) = 0 只 有 单 重 的 实 根 ， 并 且 分 子 f(z) 用 次 数 低 于 的 
任 一 多 项 式 ， 则 用 部 分 分 式 来 表示 和 时、 5 


jz) _ a 地 Qn 
= 十 一 . 
gz) Zz- ez To— On 
现在 用 (+ 一 1) 乘 这 个 等 式 的 两 端 , 并 且 消 去 左 端 以 及 右 端 第 一 项 
中 分 子 和 分 母 的 公 因 子 (z - oa), 然后 令 = = oa, 则 我 们 得 到 系数 
ea 的 明显 表达 式 


flay) 

(oa — oa ~ es) (a 一 an) 

由 乘积 的 微分 法 则 ， 迁 者 可 以 看 出 , 右 端 的 分 母 是 gfaa), 即 画 
数 9iz) 在 点 = = aa 的 导数 用 这 种 方法 , 还 可 以 得 到 关于 caiaa,…: 
的 类 似 公式 ， 从 而 推出 部 分 分 式 展开 式 : 
fe) _ fa) flaz) 本 flan} 
9 aa) + Flo on Ga 

庄 分 母 sts) 具有 生根 的 情况 下 ， 一 个 典型 的 例子 是 西数 
re 根据 第 321 页 ， 这 个 晤 获 可 以 表示 为 


2 三 


工 _ 0 + c 
Trl1} zl zz 2 
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用 zf - 1) 乘 这 个 等 式 的 两 端 ， 则 得 到 

1=(a+0s (ber—e, 
这 个 等 式 对 子 一 切 = 值 都 成 立 , 我 们 必须 根据 这 个 条 件 来 确定 系数 
外 bc. 只有 当 多 项 式 (a+b)z? 一 他-c)z 一 ce 一 1 的 系数 全 为 堆 时 , 这 
个 条 件 才能 成 立 ， 也 就 是 说 , 我们 必须 有 a+5b=5-c=c+1 ==0，, 
或 c= -15= -La 一 1 于 是 我 们 得 到 分 解 式 


1 1 1 1 
zl rl fo 
结果 有 加 1 
-ep-l-igal- 二 
下 面 ， 我 们 来 分 解 了 数 -05 ， 其 分 母 具有 复 零点 ， 这 时 
按 下 式 来 进行 : 
1 _a Er+e 
zlz2 + 1) Tt z2+1 
其 中 的 系数 ， 我 们 可 求 得 为 a 十 b 二 c= 二 4 一 1=0, 于 是 
1 1 x 
Bil wri 
所 以 dr 1 
/a =log|zx|— 3 gtr? +1). 


作为 第 三 个 例子 , 我 们 考虑 函数 ,积分 这 个 函数 其 至 在 


呈 布 尼 兹 时 代 就 曾 是 一 个 难题. 现在 ,我们 可 以 将 分 母 表 示 为 两 个 
二 次 因 式 的 乘积 必 

z+1l= (041) -2 = (z2T1+TV2clfz2 +1— vas). 

切 将 mg 十 工分 解 为 实 二 次 因 式 ， 相 当下 分 儿 为 共 二 复 续 性 央 式 


z+1= [re Ms — ee -ey, 


其 中 1 
e=coe 工 +isi 开 一 五 V30 + 和 


是 十 1 的 一 个 八 次 方 根 和 ~1 的 一 个 四 次 方 根 ( 见 115 正 ). 
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所 以 ， 我 们 得 知 。 当 分 解 成 部 分 分 式 时 将 具有 下 列 形式 : 
1 oz 十 也 crt+d 


wtl  z2+V2z+il 02 一 V5z+l 


为 了 确定 系数 @,b,c,q, 我 们 利用 等 式 


(ao+c)za+(b+d-aV5 HeV3jz2+(a+c-bV2HdV2)Jz+(bHd-1I) = 0， 


满足 这 个 等 式 的 系数 之 值 如 下 : 
1 _1 1 _1 
2 3 2 3 
所 以 ， 我 们 有 


1 _ 1 _ azr+v3 _ 1 zr-_v2 
Titl 23 xz2+V5r+l 2v zl Vzt+1’ 
利用 第 318 页 上 给 出 的 方法 ， 我 们 得 到 


dz 
wt -而 


loglz2z + V2r+1|— 


loglz2 — V2z+1 
pe | | 


5 


arc tan(V2z 二 1) 十 arc tan(V2z — 1), 


+ 
不 难 由 微分 法 来 验证 这 个 结果 ， 

上 述 各 例 说 明了 积分 有 再 机 数 了 2 的 一 般 方 法 我们 首先 做 
除法 ， 把 它 化 为 7 的 次 数 小 于 9 的 次 数 的 情况 ; 然后 , 将 9(z) 分 解 
为 线性 因 式 和 定 号 二 次 因 式 ， 并 将 乘积 组 全 为 这 种 因 式 的 竺 我 们 
写 出 二 的 适当 的 部 分 分 式 表示 式 , 其 中 带 有 未 定 系 数 wbe … 
将 整个 式 于 浅 以 gto), 并 且 比较 所 得 的 (多项式 的 ) 恒等式 同 次 
的 系数 ,我 们 就 得 到 含 未 知 系数 的 线性 方程 组 。 如 果 我 们 确实 写 出 
了 部 分 分 式 展开 式 的 正确 形式 , 则 这 个 方程 组 恰 能 确定 出 这 些 未 知 
系数 ”这 时 ， 我 们 就 可 以 用 前 面 讨论 过 的 法 则 来 积分 所 得 到 的 任 一 
部 分 分 式 . 
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3.13 ”其 他 几 类 函数 的 积分 法 


a、 加 和 双 曲 线 的 有 理 表 示 法 初 阶 


另外 和 还 有 几 种 常见 的 玛 数 的 积分 ,也 可 以 简化 为 有 再 函数 的 积 
分 首先 来 讲 一 讲 关于 三 角 函 数 和 双阳 函数 的 某 些 基本 事实 ,这样 
我 们 就 会 更 好 地 理解 这 种 简化 途径 ， 我 们 设 1 = tan (地 ), 则 由 初 
等 三 角 学 可 得 下 列 简单 的 公式 ， 


in 1 
MT TTF 

事实 上 ， 由 
说 了 
I 和 本 ， 

并 由 基本 公 玫 


; 了 也 ZT 
sinz=2co8 TT tan 利 cosz=cos2 二 一 sn 一， 
2 2 2 2 


我 们 便 可 得 到 上 述 公 式 ， 这 些 公式 说 明 ， sins 和 cosr 二 者 都 能 
通过 量 t= tan ( 卫 ) 大 成 有 理 式 . 经 过 微分 ， 我 们 有 


不 1 1+ 六 
co 2 
于 是 加 2 
ole (9 


因此 ， 导 才 9 也 是 的 有 理 雪 达 式 . 

* 在 图 3.28 中 给 出 了 三 角 函 数 的 见 何 表示 及 其 几何 意义 在 
wt 平面 上 有 加 如 + 过 = 1 如果 > 表 示 图 中 的 角 TOP, 则 点 忆 
的 坐标 是 = = cos ms = star， 根据 初等 几何 学 的 定型， 顶点 在 点 
= -la 一 0 的 角 OSP 等 于 也, 并 且 我 们 由 图 可 以 看 出 参数 # 的 
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区 3.28 三 角 函 数 的 参数 表示 


几何 意义 :二 =tan 王 = OR, 其 中 部 是 图 上 的 点 已 通过 3 在 " 轴 
上 的 “投影 ". 如 果 点 P 从 5 出 发 沿 正 方向 绕 贺 一周， 也 就 是 说 ， 
如 果 z 沪 及 由 -r 到 + 的 区 间 ， 则 量 + 将 遍及 由 -co 到 +o% 的 
整个 值 域 ， 并 且 正好 经 过 一 次 . (注意 ， 点 5 本 身 对 应 着 t= 士 oo. 
这 里 我 们 将 图 噬 十 友 于 1 二 的- 一 般 点 (wo), 通过 参数 上 的 有 理 函 
= TT TT 来 表示 . 因此， 这 些 公 式 定 久 了 一 个 有 
理 映射 ， 这 个 映射 将 t 一 直线 映射 为 am 平面 上 的 回 (顺便 指出 ， 
这 个 映射 类 似 于 第 24 页 上 讲 到 的 球 极 投 影 的 二 维 情况 ). 圆 的 这 种 
有 理 表示 湛 的 根据 ， 显 然 是 恒等式 


(2 -D+ = (+ 1°, 
十 分 奇妙 的 是 ,这 个 公式 在 数论 中 也 很 有 意义 ， 因 为 这 个 公式 对 于 
每 一 个 整数 上 给 出 了 毕 达 再 拉 斯 整数 = 纪 一 bb = 共和 ec 一 如 + 
这 些 整 数 满足 恒等式 o? 十 = oz, 也 就 是 说 它们 决定 了 各 迪 为 可 
公 度 的 直角 三 角形 ， 例 如 ， 当 + = 2 时 ， 我 们 得 到 熟知 的 一 组 边 长 
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&=30=4c=5 当 t=4 时 得 到 a = 15,b = 8,c ==17, 等 等 . 辐 
一 个 代数 恒等式 在 不 同 的 领域 如 封闭 形式 中 的 积分 、 儿 何 学 和 数论 
中 者 有 重要 意义 ， 这 是 值得 注意 的 ， 当 然 ， 也 并 不 是 俑 然 的 ， 以 这 
伴 的 方式 将 各 种 不 同 的 领域 联系 起 来 ， 乃 是 现代 数学 的 典型 趋势 ， 
虽然 上 面 举 出 的 这 个 特殊 例子 可 以 追溯 到 古代 . 

类 似 地 ， 我 们 可 以 将 观 曲 函数 


cosh z= 到 (ee 十 e 一 ) 和 sinh z= 了 er 一 一 ) 


表示 为 第 三 个 量 的 有 至 函数 最 明显 的 方法 是 设 e = 7, 于 是 我 们 


有 、 ， 
coh r= 十 ( 呈 二)， snh a= 字 (7 二)， 
这 就 是 sinh = 和 cosh = 的 有 至 表达 式 . 这 时 ， 虹 = 土 志 是 + 的 


有 现 卫 数 ， 然 而 ， 扣 果 引 入 量 + = tanh 子 = 工 二 ,我 们 就 得 到 同 
三 角 隐 数 十 分 类 似 的 情况 ， 这 时 ， 我 们 得 到 公式 


将 一 tanh 了 给 外 ， 勿 第 326 页 式 [82) 那样 ， 我 们 得 到 导数 安 
的 有 班 表 达 式 ， 
下 区 

这 里 ， 量 * 的 几何 意义 与 讨论 在 三 角 西数 时 量 上 的 几何 意义 也 很 相 
似 ， 正 如 图 3.28 所 示 . 

这 里 我 们 得 到 平面 上 到 曲线 v 一 * = 上 的 有 埋 胡 示 法 
即 通 过 方程 4 一 了 二 与 ,= 二 此; 来 表示 ， 曲 线 右面 一 支 上 的 点 
是 从 标 为 v = cosh sv = sinh z 的 点 ， 这 些 点 所 对 应 的 上 值 ， 其 绝 
对 值 轩 < 当 国 > 1 时 ， 则 得 到 左面 的 一 去 

现在 我 们 来 讨论 几 种 郴 数 的 积分 问题 
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二 


图 3.29 双 沿 丙 数 的 参数 表示 
*， 民 (cos z, sin z) 的 积分 法 


设 Rlcos rsin z) 表示 两 个 函数 snz 和 cosz 的 有 理 表达 式 ， 
即 由 这 两 个 函数 和 -- 些 常数 经 过 有 理 运 算 而 构成 的 表达 式 ， 生 如 


3sin2zr 十 cosz 
3caszZ 十 sinz 


如 果 我 们 应 用 置换 t= tan 本 ， 则 积分 

f{ Rlcosz, sin zdz 

1 一 此 2 2 
(和 ’ rr) 工 十 友 必 


现在 在 积分 号 下 得 到 的 是 上 的 有 理 函 数 ， 因 此 ， 在 原由 上 我 们 已 
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变 为 积分 


经 得 到 了 这 个 表达 式 的 观 分 , 因为 可 以 根据 上 一 节 的 方法 来 完成 积 
分 . 


c， 瑟 (cosh rz, sinh zw) 的 积分 法 


同样 ， 如 果 R{cosh zsinh z) 是 双 曲 医 数 cosh x 和 sinh x 的 
有 理 表达 式 ， 我 们 就 可 以 通过 置换 + = tanh 二 来 求 其 纵 分 注意 
到 式 {83), 我 们 有 


上 加 1+f 2t 2 
J nicebnmmhojmn= f a( I 2 村 此 


(根据 前 面 的 说 明 ， 我 们 也 可 引入 7 = ez 作为 新 变量 ， 通 过 > 来 表 
示 coshz 和 sinhz.) 这 个 积分 久 化 为 有 理 函 数 的 积分 . 


dd， R(x, Vi 一 57) 的 积分 法 
积分 / Rta, VE 二 jdr, 可 以 通过 置换 


Le ， 
T=cos8u, Vl—2z2=sinu, dr=—sinudu 


化 为 在 3.13 节 b 中 处 理 过 的 那 种 类 型 ， 然 后 ， 应 用 置换 +=tan 池 
划 化 为 有 理 函 数 的 积分 ， 上 顺便 指出 ， 如 果 应 用 置换 


Nis, 1— 
t= Yi ?= IT 
VI 


1rt2’ (+ 
则 只 需 一 步 而 不 是 两 步 ， 我 们 就 能 完成 这 种 简化 过 程 ， 总 之 ,我 们 
可 以 直接 引入 t= tan 序 作 为 新 变量 ， 从 而 得 到 有 理 的 被 积 函 数 . 
e. Rw V27 一 了 ) 的 积分 法 


积分 RCz, YTY 一 1]dzx, 可 以 经 过 置换 = = coshwu, 变 成 在 3.13 
节 < 中 处 理 过 的 那 种 类 型 .这 里 如 果 引 入 


,330 ， 


我 们 也 可 直接 达到 目的 . 
+f 中 (2, V23 十 1) 的 积分 法 


积分 R(x, VT 十 站), 可 以 经 过 置换 z = sinh u, 化 为 在 3.13 
节 < 中 讨论 过 的 那 种 类 型 (第 330 页 ), 因此 可 以 通过 初等 函数 来 积 
分 如果 不 用 署 痪 e* 一 7 或 了 一 +t 作 进一步 简化 ,那么 采用 下 列 
两 种 置换 之 一 : 


就 一 步 可 得 到 有 理 函 数 的 积分 . 
5. 已 (z Vaz5 十 35z 十 c) 的 积分 法 


由 z 和 的 任意 二 次 多 项 式 的 平方 根 构成 的 有 理 表达 式 的 积 
分 了 Re Ya 二 3 到 二 5dz, 能 够 直接 化 为 上 面 刚刚 寺 论 过 的 类 


型 之 一 .我 们 写 出 ( 兄 第 318 砚 ) 


1 bp 
az 二 20z 十 c 一 (or 有 二 全 


ar+b 


-二 引入 新 变量 


如 果 ac 一 中 > 0, 我 们 借助 于 变换 = 
于 是 根 式 成 为 


11, ， 
Y Tee — P(E +1). 


此 ， 这 个 积分 对 来 说 ,就 是 3.13 节 1 的 类 型 . 这里， 为 了 
F 方 根 可 以 有 实数 值 ， 常 数 a 必须 为 正 . 
如 果 ac 一 好 =0 且 o> 0, 则 通过 公式 


/一 盖 b 
Vette vale+ 2:) 


容 


我 们 看 出 被 积 函数 本 来 就 是 = 的 有 理 函 数 . 
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最 后 ， 如 果 ac 一 所 < 0, 我 们 划 设 《= 一心 寺 ,而 得 到 根 式 
vb? 一 ac 


站 
的 表达 式 几 二 (ec 一世 je? - 1) 在。 是 正信 时 ， 积 分 化 为 8.13 闻 
d 的 类 型 ; 相反 ， 在 是 负 值 时 ， 则 将 根 式 写成 下 列 形式 : 


{62 一 ecjfe2 —1), 


并 可 看 到 积分 化 为 3.13 节 e 的 类 型 . 
h. 化 为 有 理 函 数 积分 的 其 他 例子 


在 可 以 化 为 有 理 函 数 买 积分 的 其 他 类 型 的 函数 中 ,我 们 将 入 要 
地 提 到 两 种 (1) 含有 两 个 不 同 的 线性 函数 半 方 根 的 有 理 式 ， 即 
Riz, Var th Vaz 十 月; (2) 形 如 Rlz, Vtaz + Ea +D) 的 表 
达 式 ， 其 中 4, a, B, 均 为 常数 .在 第 一 种 类 型 中 ， 我 们 引入 新 变量 
5= Yaz, 因而 有 az+B= ,于 是 得 到 


这 时 
Je Vest, Var tds 


= /a{ 和 2 YL (a8— ohne Ee, 
a 位 a 


这 是 3.13 节 & 中 讨论 过 的 类 型 . 
在 第 二 种 类 型 中 ， 如 果 我 们 引入 新 变量 


oe 
_ a artrb 
ek 


artb _ Bermb dr _ of-ba 
oriB'” abr-a'K (at" -a 


nl, 


并 且 直 接 得 到 公式 
/车 )*-/*( 泛 区 9 


aB — bo en- 
Ta ™ Tdé, 


这 是 有 更 函数 的 积分 . 
i 注 记 


上 面 的 讨论 主要 的 意义 是 在 理论 上 .在 实际 处 理 中 ， 这 些 复杂 
的 表达 式 将 会 使 得 计算 十 分 累 效 所以， 在 可 能 的 情况 下 ， 利 用 
被 积 施 数 的 特殊 形式 以 减轻 工作 量 才 是 适宜 的 例如， 为 了 积分 
1/(a? sin? z + 刀 coszz), 最 好 利用 置换 t = tanx, 而 不 去 用 第 329 
页 上 给 出 的 置换 ， 因 为 sin? > 和 cos? x 能 够 通过 tanz 表示 为 有 
理 函数 ， 所 以 没有 必要 返回 到 + = tan 子 . 对 于 由 sin? z,cos?z 和 
sinzcos zl) 经 过 有 理 运算 而 组 成 的 每 一 个 表达 式 , 情况 都 是 这 样 

此 外 ， 在 计算 许多 积分 时 ， 宁 可 采用 三 角形 式 而 不 采用 有 理 形式 

如 果 三 角形 式 能 够 通过 某 种 简单 的 递 推 法 来 计算 的 话 、 例 如 ， 虽 然 


Jo 二 mdz 
中 的 被 积 沙 数 能 够 化 为 有 理 形式 ， 还 是 最 好 令 = = sinu 将 积分 化 
为 了 sino"ucoe"t! udu 的 形式 ， 因 为 这 种 形式 很 容易 用 第 312 页 
上 的 递 推 法 来 处 理 (或 者 利用 加 法 定理 将 正弦 和 余弦 的 土 化 为 倍 角 
的 正弦 和 余弦 ). 
为 了 计算 积分 


> 


acosz+bsing 


我 们 不 用 一 般 理论 ， 而 是 记 
A= Vai+b,sing = 全 cosg 一 生 . 
1 网 为 Htnzcosz 一 tan cos? x 能 驶 通过 tanz 以 有 现形 式 来 表示 . 
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这 时 。 积 分 变 成 下 列 形式 : 
1 dr 
/ ainfz 革 由 


引入 新 变量 > 一 我 们 求 得 [ 兄 第 305 页 式 (40), 积分 之 值 为 


工 1 ran +0 
A S| 3 


第 三 部 分 积分 学 的 进一步 发 展 


3.14 ”初等 函数 的 积分 


a. 用 积分 定义 的 函 效 。 构 圆 积分 和 椭 贺 函数 


我 们 已经 给 出 了 能 够 化 为 有 理 函 数 进 行 积分 的 多 种 类 型 的 省 
数 ， 由 此 实际 上 已 详尽 地 列 出 了 可 用 初等 函数 来 积分 的 阔 数 ， 而 企 
图 用 初等 函数 来 表示 出 如 ( 当 n > 2 时 } 


f{ dr 
Va0 十 0 十 "十 Ga 


fv 十 Ri 十 十 and 


Es 
这 样 的 不 定 积分 的 各 种 努力 都 失败 了 ;， 在 19 世纪 ， 竹 于 证 明了 和 通 
过 初等 函数 来 表达 这 些 积分 实际 上 是 不 可 能 的 . 
所 以 ， 如 果 积 分 学 的 目标 是 以 显 式 来 积分 吨 数 的 话 , 我 们 就 肯 
定 会 各 到 障 得， 然而， 对 于 积分 学 的 这 种 限制 本 来 就 不 是 合理 的 ， 
而 是 人 为 前 . 我 拉 知道 , 每 一 个 连续 函数 的 积分 作为 极限 是 存在 的 


或 


334 - 


,并 且 本 身 还 是 积分 上 限 变量 的 连续 西数 ， 而 不 论 积分 是 否 能 通过 
初等 本 数 来 表示 、 初等 本 数 的 显著 特点 在 于 ， 这些 呈 数 的 性 质 很 容 
易 认 识 , 并 且 通 过 方便 的 数 表 很 容易 将 它们 应 用 于 各 种 数值 问题 ， 
或 者 容易 地 将 它们 计算 出 来 ， 并 达到 任意 的 精确 度 . 

当 一 个 函数 的 积分 不 能 通过 我 们 已 经 熟 瑟 的 函数 来 表示 时 , 我 
们 不 妨 引入 这 个 积分 作为 一 个 新 的 “高等 的 ”函数 ， 实 际 上 这 不 过 
是 给 积分 如 上 一 个 名 称 而 已 . 引入 这 伴 一 个 新 函数 究 竞 是 否 方便 , 
取决 二 它 所 具有 的 性 质 ,以 及 它 在 理论 和 应 用 中 是 否 经 常 出 现 和 是 
否 易 了 演算 . 在 这 种 意义 上 , 积分 过 程 妃 是 产生 新 函数 的 一 - 般 原 则 ， 

我 们 在 研究 初等 函数 时 就 已 经 熟悉 这 个 原理 . 我 们 曾 不 得 不 引 
入 二 的 积分 作为 一 个 新 函数 称 之 为 对 数 函 数 ,并 且 不 玲 推导 出 这 
个 函数 的 各 种 性质 我 们 也 能 按 同 样 的 方式 ， 仅 仅 和 用 有 理 函数 ， 
积分 过 程 和 求 反 晤 数 的 过 程 来 引入 三 角 函 数 ， 为 此 , 我 们 只 需 分 别 
到 方程 


三 三 
arc tan 立 一 一 一 
jp 1 十 要 


或 
Ea 


arcsin z= 一 
vl-t 


作为 函数 arc tan z 或 arc sin zx 的 定义 ， 然后 通过 求 反 函 数 得 到 三 
角 函 数 . 用 这 种 方式 来 定义 三 角 函 数 , 没有 涉及 直观 的 几何 性 质 ( 特 
别 是 没有 涉及 “ 角 ” 的 直观 概念 ); 而 剩 下 的 任务 是 与 几何 无 关 地 来 
推导 这 些 画 数 的 性 质 [以 后 ， 在 3.16 节 中 我 们 将 用 另 一 种 方式 
对 三 角 函 数 进行 纯 分 析 的 讨论 . ) 

“本 分 

超出 初等 函数 范围 的 第 一 个 音 要 例子 是 酉 轴 积 分 椭圆 积分 
是 这 样 一 些 积分 , 其 中 被 积 函数 是 三 次 或 四 次 多 项 式 的 平方 根 的 有 


1) 我 人 在 这 里 不 再 来 推导 三 角 函 数 的 性 质 ， 其 中 最 本 质 的 一 步 是 证 明 反 天 教 即 正 
惕 酚 数 和 正切 函数 的 如 法 定理 . 
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理 函 数 ， 在 这 些 积分 之 中 ， 特 别 重要 的 又 是 隔 数 


、 f dy 
ua/ 
o Vil~ zr) — Er2) 


反 兽 数 sf) 同样 起 着 特别 重要 的 作用 0. 画 数 a(w) 已 经 像 初等 
阔 数 那样 被 完 分 地 研究 过 并 已 编制 成 表 2. 

这 样 的 函数 是 所 谓 椭 贺 外 数 的 典型 情况 ， 桶 加 函数 在 复 变 函 
数论 中 占有 中 心 位 置 ， 并 且 在 许多 物理 应 用 中 都 会 出 现 :例如 ， 在 
单 摆 运 动 的 研究 中 ， 见 第 四 章 ， 4.7 节 出 

在 求 梢 贺 弧 长 的 问题 中 就 会 出 现 这 类 积分 ( 见 第 四 章 ， 4.2 节 
台 , 这 正 是 “ 糟 贺 积 分 ” 这 一 名 称 的 由 来. 

我 们 还 要 指出 ， 在 一 些 初 看 起 来 形式 很 不 同 的 积分 中 ,只 要 经 
过 简单 的 置换 以 后 ， 二 从 遍 杭 中 职 和 例如 ， 积 分 


/ss Voor 一 sinz' 


经 过 置换 4= cos 并, 化 为 积分 


1 
kV ,天 一 . 
” 3/ i rt cos( 字 ) 


1 dr 
一 天 一 一 ， 
V cos 2 


经 过 置换 4 二 sinz, 变 为 


积分 


/ du 
VU 


/ dx 
V1 一 起 sinzz 
1 对 于 特 味 的 值 & 二 D, 我 们 分 别 得 到 w(s) 一 arc sinz 和 sf) = sin 
2) 函数 stu) 是 所 谓 雅 可 比 (Jacobi 构 男 数 之 一、 各党 用 徐 号 snfj 来 表示 ， 


这 是 为 了 表示 它 是 普通 正六 《sine) 函数 的 推广 


最 后 ， 积 分 
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经 过 置换 u = sinz, 变 成 
/ du 
(1 ~— wl Faun 


b. 关于 微分 和 积分 


在 这 里 ,我们 再 来 讨论 一 下 微分 和 积分 之 间 的 关系 . 微分 可 以 
看 作 是 比 积分 更 初等 一 些 的 方法 , 因为 微分 不 会 使 我 们 超出 “ 己 知 ” 
马 数 的 范围 但 是 ， 另 一 方面 ， 我 们 必须 记 住 ， 任 意 连 续 函 数 的 可 
微 性 决 不 是 必然 结论 ， 面 是 一 个 严格 的 假设 .因为 我 们 已 经 看 到 ， 
存在 着 一 些 连 续 臣 数 ， 它 们 在 某 些 孤 立 点 上 是 不 可 微 的 ， 而 事实 上 
自从 维尔 斯 特 拉 斯 以 来 , 就 已 经 构造 出 许多 处 处 不 可 微 的 连续 酷 数 
的 例子 0. 相反 。 虽 然 通 过 初等 函数 来 给 出 积分 并 不 总 是 可 能 的 ， 
但 是 至 少 我 们 可 以 确信 连续 函数 的 积分 是 存在 的 , 

总 之 ,不 能 将 微分 和 积分 简单 地 进行 对 比 ， 而 说 哪 一 个 是 较 初 
等 的 运算 旷 一 个 是 较 高 等 的 运算 ; 从 某 些 观点 看 来 ， 前 者 应 认为 是 
较 初等 的 运算 , 而 从 另 一 些 观点 看 来 , 后 者 应 认为 是 较 初 等 的 运算 . 

就 积分 概念 而 言 ， 在 下 一 节 中 , 我 们 将 放弃 枝 积 函数 是 处 处 连 
续 的 这 一 假设 . 这 样 我 们 将 会 看 到 ,积分 的 概念 可 以 推广 到 各 种 僻 
断 函 数 的 情形 中 去 ， 


3.15 ”积分 概念 的 推 人 


a. 引言 。 反 常 积分 的 定义 


在 第 二 章 中 (第 139 页 ), 我 们 曾 把 区 间 fa 是 划分 成 n 个 长 度 
为 Azi 的 子 区 间 ， 并 在 这 些 子 区 则 上 选取 中 间 点 &, 对 函数 f(z) 
建立 了 “ 牧 螺 和 " 。。 
FE, = YF(€) Ars, 
i=1 


1 见 E.C. 梯 其 芭 希 ， 画 数论 ， 11.21 一 11.23 节 ， 科 学 出 版 社 ， 1964. 
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如 果 对 于 任何 分 划 序列 和 任何 中 辣 点 ， 当 Azs 的 最 太 值 趋向 于 过 
时 ,序列 包 趋向 于 同一 的 极限 配 , 我 们 就 将 积分 三 f(z)az 定义 
为 这 个 极限 F, 当 f(z) 在 [a,5 上 连续 时 ， 我 们 曾经 证 明 这 个 机 
限 存在 ， 然 而 ， 当 f(z) 不 是 在 闭 区 间 1 上 的 一 切 点 上 都 有 定义 或 
连续 时 ， 或 者 当 积分 区 问 伸 向 无 穷 远 时 ， 我 们 也 常常 需要 定义 一 种 
积分 ， 例 如 ， 我 们 希望 赋予 像 


等 等 这 样 一 些 表达 式 以 笑 当 的 意义 

首先 我 们 将 积分 的 报 念 推广 到 下 述 情况 。 被 积 函数 在 开 区 间 
(a 及 岁 是 连续 的 ， 而 在 区 则 的 端点 不 一 定 有 定义 或 不 一 定 是 连续 
的 .显然 ,对 于 满足 。< a < 8 < 的 任何 数 “普通 的 ("正常 
的 ) 积分 三 f(z)dr 有 定义 现在 如果 当 a < we < 6 <b 和 
ee 


= 最 广 fair 
存在 ， 并 且 与 we 和 及 的 特定 选择 无 关 ， 我 们 就 说 ， 反 常 和 分 
三 f(z)dz 收 贫 ， 并 且 具 有 值 F. 

逐 自 连续 的 被 积 本 数 。 如 果 f(z) 在 区 间 (0, 从 内 了 有限 个 中 
间 夏 cuca es 以 外 有 定义 ， 并 且 f(z) 看 每 一 个 开 区 间 (oe), 
(cu 02)，… {cn 本 内 是 连续 的 ,我 们 则 将 f (zjar 定义 为 在 这 些 
子 区 同上 的 反常 积分 之 和 ， 如 果 每 一 个 反常 积分 部 牧 委 的 话 . 

当 fis) 在 开 区 间 (6 癌 内 连续 并 且 有 界 时 ,反常 积分 f Jle)de 
总 是 收 伊 的， 例如 ， 积 分 


1 1 1 上 
sin—dr= lm | sin—dr 
0 的 [有 r 
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是 收敛 的 . 为 了 证 明 上 述 一 般 命 题 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 可 以 假设 了 
在 点 是 连续 的 ， 而 在 点 。 则 不 一 定 连续 这 时 ， 根 据 定义 


上 f(s)ds = lim, F(o), 


其 中 F(a)(a < a < 如 定义 为 fe 如 果 M 是 |f| 的 上 界 ， 
an 是 趋向 于 a 的 序列 ， 则 根据 积分 中 值 定理 ， 我 们 有 |F(an) 一 
(am)| < Mlan - am|; 因此， 由 哥 西 收敛 准则 可 知 lim F(a) 存 
在 . 


了 (四 


1 


事实 上 ， 当 f(x) 在 (c, 电 内 连续 并 有 界 时 ， 我 们 可 以 在 端点 
ab 上 为 了 规定 任何 秆 ， 因 而 也 可 以 作为 获 昌 和 的 极限 殉 定 为 “ 正 
常 ” 积分 而 直接 得 到 /7(zjd. 不 难看 出 ， 对 于 连续 的 有 界 的 
两 个 定义 都 适用 ， 并 且 会 得 到 同样 的 值 ， 而 与 f(a) 和 f(b) 的 选择 
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“图 3 30 。 具有 间 基 点 的 生 数 的 积分 


无 关 ， 更 一 般 地 说 ， 对 于 在 (o, 妃 内 除 有 限 个 点 以 外 都 有 定义 并 且 
连续 的 有 界 函数 ， 也 有 同样 的 结论 ， 特别 是 ， 当 除了 有 限 个 跳跃 性 
间断 点 以 外 f 为 连续 时 ， / f(z)dz 总 是 存在 ， 总之, 为 了 判断 在 
有 限 区 间 上 函数 的 到 常 积分 的 收 伍 性， 我 们 需要 注意 的 只 是 了 成 
为 无 穷 大 的 情况 . 

我 们 指出 , 在 几何 上 也 可 以 将 反常 积分 解释 为 曲线 下 的 面积 , 
并 与 连续 函数 的 情况 相同 (图 3.30). 

{反常 积分 也 称 为 广义 积分 一 一 译 者 注 . ) 


b, 无 穷 间断 的 请 数 
我 们 首先 考虑 积分 
1 上 
-全 
中 a 是 正 数 ， 显 然 ， 当 = -0 时 ， 被 积 函 数 让 变 为 无 穷 大 
所 以 我 们 必须 这 样 来 定义 积分 J: 首先 作出 从 正 的 下 限 = 到 上 限 1 


的 积分 大, 然后 令 < 趋向 于 零 . 按照 积分 的 基本 法 则 ， 如 果 ac 关 1 
我 们 得 到 


由 此 立即 看 出 存在 下 述 几 种 可 能 的 情况 ， (1) a 大 于 1 这 时 ， 如 
果 = 一 9 风 右 册 直 向 于 无 穷 大 (9) a 小 于 1; 这 时 ， 右 电光 向 于 
极限 工 二 所以， 在 第 二 种 情况 下 ， 我 们 就 将 这 个 极限 值 取 作为 
积分 了 = 太 衬 在 第 -种 情 襄 下， 我 们 训 说 从 0 到 1 的 积分 不 
存在 或 者 是 发 散 的 (3) 在 第 三 种 情况 下 ， a = 1 这 个 积分 等 于 
一 logg, 所 以 当 。 -0 时 ， 不 存在 极限 ， 而 是 趋向 于 无 穷 大 ， 即 积 
分 空 = 不 存在 或 者 是 发 的 

被 积 肖 数 具 有 无 兴 问 断 点 的 第 二 个 例子 是 ffz) = 


1 
Vi=z" 我 
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们 知道 


fF 一 arc sin(1 一 <) 
o Viz 
当 * 一 0 时 ， 右 端 收敛 于 极限 二 ; 所 以 ， 这 就 是 积分 之 值 : 


下 1 dz 

2 =-/ Vi—z2" 
虽然 在 点 + = 1 处 被 积 函数 变 为 无 穷 大 . 
c. 作为 面积 的 解释 


将 反常 积分 解释 为 面积 ,其 方法 如 下 ， 把 一 个 有 界 区 域 通过 极 
限 仲 向 无 穷 远 时 区 域 所 确定 的 极限 面积、 例如 对 西数 十， 上述 计 
论 志明 ,如果 a < 1 由 = 轴 、 直线 = = 1 、 直 线 > 一 。 和 曲线 
y= za 所 图 成 的 面积 ，。 一 0 时 趋向 于 有 限 的 极限 ， 如 果 a 之 1， 
则 趋向 于 无 穷 天， 这 个 事实 也 可 以 简单 地 叙述 如 下 界 于 < 加 、 
轴 、 曲线 y= - 和 直线 = 1 之 问 的 面积 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ， 
取决 于 a <1 还 是 a>1. 


了 


> 


图 3.31 ”广义 积分 的 收 化 和 发 散 图 示 
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当然 , 从 直观 上 我 们 不 能 确 场地 知道 伸 向 无 穷 远 的 区 域 的 面积 
是 有 限 的 还 是 无 限 的 ， 例 如 图 3.31 表明 ， 当 a < 1 时 ， 曲 线 下 的 
面积 保持 为 有 限 秆 ,而 当 a > 1 时 ， 畏 线 下 的 面积 是 无 限 的 ， 这 些 
事实 从 几何 直观 当然 是 想象 不 到 的 . 


9 收 全 判别 法 


为 了 检验 在 点 = =b 具有 无 穷 同类 的 本 数 f(z) 的 积分 是 否 收 
敏 ”我们 经 党 使 用 下 壕 判别 法 - 

设 函 数 f(z) 在 区 间 a < x <8 上 是 连续 的 , 并 且 lim f(z) = oc 
这 时 ， 如 果 存 在 小 于 1 的 正 数 和 与 无 关 的 常数 M, 使 得 不 等 
式 Dl < 而 jx 在 区 网 a < z < 5 上 处 处 成 立 ， 换 他 话说 
加 及 8 在 点 一， 古 亿 本 一 队 的 无 鹤 大 : 对 于 某 一 个 4 < 
有 fo) ~。 而 二 到 |] 由 积分 三 Tian 收 全 .相反 如果 存 
在 数 ” > 1 和 国定 的 数 N, 使 得 未 等 式 fa) > 五 二 在 区 同 
。< x < 上 处 外 成 立 欣 句 话说， 如 果 正 信 商 数 flz) 在 点 = = 
至 信 是 办 的 下 穷 太 ， 时 积分 发 

只 要 与 刚刚 讨论 过 的 简单 情形 相 比 较 , 我 们 立即 可 得 到 证 明 . 
戏 第 一 部 分 ， 我 们 注意 到 : 在 0<。< 5 一 a 时， 我 们 有 


MM | 2M 
0 Ba tf) £ Way 


及 
一 三 be 下 
of le os 
通过 变 为 积分 /各 的 简单 的 交换 ， 即 用 b 一 代替 = 便 得 到 上 


式 右 端的 积分 ， 当 。 一 0 时 ， 右 端的 积分 有 极限 ， 因 此 保持 有 界 . 
而 且 ， 当 。 一 0 时 ， 上 式 之 中 间 项 的 积分 值 是 单调 增加 的 ， 且 由 于 
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这 些 积分 是 有 界 的 ， 所 以 它们 必定 具有 极限 ， 积 分 


f (二 Bt 0) ds 
= ( 广 wtf ne) 


tb 

县 路 作 的 . 于 是 ,由 一 jz 的 积分 的 收 生性 便 可 推出 /Tcjae 
的 收入 性 

定理 第 二 部 分 的 证 明 ， 久 给 读者 当 作 练习， 

同时 我 们 也 可 以 看 出 ， 当 积分 的 下 限 是 无 穷 间断 点 时 ， 上 还 
定理 也 同样 成 立 ， 如 果 无 兴 间 断 点 处 于 积分 区 问 的 内 部 ， 我 们 只 带 
用 这 个 点 将 积分 区 同 分 成 两 个 子 区 问 ,然后 对 每 一 个 子 区 间 分 别 进 
行 讨论 . 

作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 本 加 积分 


dz 
/ CR < 


由 全 等 式 1 一 到 = 仁 一 oo 我们 立即 看 由 ， 当 一 工时 ， 被 
积 画 数 只 是 1/2 阶 的 无 穷 大 ， 因 此 可 知 这 个 开 积 外 是 收 仑 的 。 ( 当 
二 1 时 ， 积 分 是 发 散 的 . ) 


e. 无 穷 区 间 上 的 积分 


积分 概念 的 另 一 重要 推广 是 考虑 积分 区 间 为 无 穷 的 情况 . 为 了 
用 公式 准确 地 来 表示 ， 我 们 引入 下 列表 示 法 ， 如 果 积 分 


fF flr)dr 


(其 中 0 为 固定 的 散 ) 当 4 一 co 时 趋向 于 确定 的 极限 ， 则 我 们 定义 
f(z) 在 无 限 区 间 z > a 上 的 积分 为 


le, fe = 广 f(x)dz: 
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而 和 且 ， 称 这 样 的 积分 为 


例 函数 天?) = 2 仍然 可 以 作为 讨 沦 各 种 可 能 情况 的 简单 
例子 这 时 ， 除去 a 一 1 的 情况 有 


A 
dz 1 ,a 
I 


于 是 我 们 看 出 : 如 果 a > 1, 则 当 和 一 co 时 积分 存在 ， 事 实 上 就 是 
1 


而 当 a < 1 时 ， 则 积分 不 再 存在 . 对 于 a = 1 的 情况 ， 积 分 显然 也 
是 不 存在 的 ， 因 为 当 趋向 于 无 穷 大 时 logz 趋向 于 无 穷 大 ， 所 以 
我 们 可 以 看 出 , 函数 在 无 限 区 间 上 进行 积分 时 的 收 敏 情形 , 不 
同 于 青 标 原点 附近 的 积分 ， 看 一 下 图 3.31, 这 个 命题 也 是 清楚 的 . 
因为 显然 ， = 越 大 ， 当 = 一 co 时 ， 曲 线 画 得 越 靠近 = 轴 、 因 此 ， 
对 于 充分 大 的 a 值 ， 我 们 所 考虑 的 面积 趋向 于 确定 的 极限 . 

我 们 还 常常 利用 下 述 准则 ， 去 判别 积分 限 为 无 穷 时 的 积分 是 否 
存 夺 。 {这 里 仍然 假设 ， 对 于 充分 大 的 = 值 ， 璧 如 说 当 = > <“ 时 ， 
被 积 西 数 是 连续 的 . } 

收 策 关 唱法 


a fle)dr 是 收 人 的 , 如 果 当 = -， oo 时 画 数 f(r) 是 商 
于 一 及 的 大兴 小 ,也 就是 说 。 名 果 存 在 数 "> 1 使 得 对 于 一 切中 
够 大 的 = 值 关系 式 [ftcj| < -好 成 立 ， 其 中 好 是 与 = 无 关 的 带 
数 ， 用 符号 来 表示 ， 即 f(x] = 0 (二 ). 烛 反 ， 这 个 积分 是 发 
的 ,如果 函数 fla) 是 下 的 ,并 且 当 * 3 oo 时 Jiz) 是 不 高 于 一 阶 
欧 无 穷 4 也 就 是 说 ， 存 在 党 w > 0, 使 得 =ftn) > 司 

判别 法 的 证 明 同 以 前 的 论证 完全 一 样 ， 因 而 可 以 窗 给 谈 者 
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积分 矿 二 dz(e > 0) 是 -个 非常 简单 的 例子 ， 当 5 一 0 
时 , 被 积 画 数 是 二 阶 无 穷 小 我 们 立即 可 以 看 出 这 个 积分 是 收 全 的 , 
mm 为 广 去 民 = 二 -地 ,所 以 


另 一 个 同样 简单 的 例子 是 


-> 1 
f TI Ti = lm a (arc tanA 一 arc tan0)] = 
0 


这 时 ， 因 为 被 积 函 数 是 偶 沙 数 ， 所 以 显然 还 有 
to 1 
上 TT = 人 7. 


奇妙 的 是 ， 曲 线 = 了 x7 同 ” 轴 之 间 ( 伸 向 无 穷 远 的 ) 面积 ( 见 
图 3.8, 第 242 页 )， 原来 埋单 位 轩 的 面积 


人 工 ( 伽 玛 ) 函数 
数学 分 析 中 另 一 个 特别 重要 的 积分 是 所 谓 了 函数 


Tin) = / er ldr (> 0 
0 


将 积分 区 同 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 从 = = 0 到 z = 1 另 一 部 分 从 
= 到 = ,我们 可 以 看 出 :在 第 -部 分 上 的 积分 显然 是 收 人 
的 ， 因为 0 < e rz” 1 < 到 其 中 由 =1-m < 1， 对 于 在 无 限 
的 第 二 部 分 (无 穷 区 间 ) 上 的 积分 来 说 ， 收 葡 性 准则 也 是 满足 的 ; 

例如 ， 取 v= 2, 我 们 有 Jim zer*zn-1 = 0, 因为 当 z -+ so 时 指 
孝 函 数 e-* 是 比 任何 里 (mm > 0) 都 更 高 阶 的 无 穷 小 ( 见 第 284 
页 ). 如 果 我 们 把 三 函数 敌 作 是 数 n (不 一 定 是 落 数 ) 的 画 数 ， 则 这 
个 活 数 满足 由 分 部 积分 得 到 的 下 列 重要 关系 式 ， 首 先 ， 我 们 有 ( 取 
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7 一 一 ee 
| eo ldr = -eel (na 1) / ez" dr， 


如 果 我 们 在 0 和 4 之 间 到 成 定 积分 关系 式 ， 然 后 令 4 趋向 于 无 穷 
大 ， 则 立即 得 到 


ry mn fre ds = tn Dr n> 1 
站 
根据 这 个 递 推 公式 ， 如 果 / 是 整数 ， 并 上 且 0 < < mm 则 可 推出 
二 (一 一 人 (人 ™ Le 
TOm = 名 -DG 和 同人 en-ld 
特别 是 ， 如 果 n 是 正 整数 ， 当 j=n 一 1 时， 我 们 有 


7 四 =@-um-3 32 esdz， 
nD 


[eis 
0 


又 因为 


最 后 得 到 
Tn = (m1)m -2)...2.1= (n-1). 


这 是 用 积分 来 表示 阶乘 的 一 个 很 有 用 的 表达 式 、 
另 一 个 粒子， 积分 


co oo 
/ ed f ge dr 
D a 


都 是 收 全 的 ， 这 一 点 由 收 全 手 尖 网 法 不 蕉 推出 ， 通 江 因 攀 z> = 
ou 便 可 和 出 ， 前 一 个 积分 和 于 去 P( 瑟 ), 后 一 个 


nt+1 1 
加 小 当 na> -二 时 


tex 一 
’ 2 


积分 等 于 了 人 
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g' 狱 利克 当 (Dirichlet) 积分 


在 许多 应 用 中 我 们 遇 到 一 些 积分 , 它们 的 收 伍 性 不 能 直接 由 上 
曾 所 庄 的 收 化 判别 法 来 判断 ， 积 分 


~ sinr 
:=/ —dzr 
0 多 


便 是 一 个 重要 的 例子 狱 利 克 雷 若 研 究 过 这 个 积分 ), 如 果 上 腿 不 是 
无 限 的 而 是 有 限 的 ， 则 这 个 积分 是 收 全 的 , 因为 对 于 一 切 有 限 的 z， 
函数 二 二 是 连续 的 ( 当 z= 0 时 ， 这 个 函数 由 li 2 = 1 给 
出 ) 积分 7 之 所 以 救 化， 是 让 于 被 积 敬 的 符号 周期 地 变化 ,使 得 长 
度 为 的 相 邻 区 同 对 积分 的 贡献 几乎 彼此 相 消 《图 3.32) 于 是 ， 如 


Bi 


3.32 vy 


的 图 形 
本 


果 我 们 认定 = 轴 上 方 的 面积 是 正 的 ，= 轴 下 方 的 面积 是 负 的 , 则 = 
轴 和 曲线 y= “之 间 的 无 穷 多 个 面积 之 和 是 收敛 的 ， (相反 。 


不 难 证 明 ，” -切面 积 的 数值 和 ， 即 积分 
三 [sinzl 4 
o 2 
是 发 散 的 . ) 


由 于 阔 数 sinz 的 符号 周期 地 变化 , 造成 了 下 述 事实 : 函数 simz 
的 不 定 积分 
sa 一 工 一 cos2 


在 [0,0} 上 都 是 有 界 的 我们 利用 这 个 事实 来 考察 表达 式 


有 si B 加 
Inp =/ sinz 1 =/ 1 dl — cosz) dz 
4 区 FE dz 


分 部 积分 后 得 到 


1l~cosB _ A + ss 
dr. 


TaB= 


因此 


0 1—cosz 
f° Ss- 加 oo Sea 
其 中 ， 右 端的 积分 显然 是 收 伍 的 、 换 句 话说 ， 积 分工 存 在 .在 8.4 
节 < 中 我 们 将 要 进一步 来 证 明 一 个 重要 事实 ， 即 了 的 值 是 芳 . 
h. 变量 置换 ， 菲 涅 耳 (Fresnel) 积分 


显然 ,对 于 收 敏 的 反常 积分 来 说 , 所 有 的 换 元 法 则 , 仍然 有 效 . 
因此 ， 经 过 变量 置换 ， 常 常 可 以 得 到 一 些 不 同 的 、 比 较 容 易 处 理 的 
积分 表达 式 . 

广 ve- dz, 
0 


例如 ， 为 了 计算 
我 们 引入 新 变量 4 = z2, 从 而 得 到 
广 red 一 到 三 = Ji 二 Ge 人 = 玛 
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在 研究 反常 积分 时 出 现 的 另 一 个 例子 是 菲 涅 耳 积 分 (这 个 积分 
是 在 光 的 衍射 理论 中 出 现 的 ) 


oo 
所 = / sin(zzjdz， 刁 = / cos(z2jdz。 
0 0 


经 过 置换 z? = w 得 到 


1 /ee sinu 1 1ee cosu 
五 = du y= du. 
"ah VE hh VE 
分 部 积分 后 ， 我 们 得 到 
中 sina lcosB 1-csA 1 /31- cosu 
du= 一 + du 
A Vu VB VA 2 人 


当 4 和 8B 分别 趋向 于 零 和 趋向 于 无 穷 大 时 ， 通 过 与 狄 利克 雷 积 分 
所 作 的 同 梯 的 论证 ， 我 们 可 以 看 出 积分 五 是 收敛 的 ， 按 完全 相同 
的 方式 ， 还 可 以 证 明 积 分 及 的 收敛 性 . 

这 些 非 涅 耳 积 分 说 明 ， 即 使 当 z 一 oo 时 被 积 函 数 不 趋 向 于 
零 , 反常 积分 也 可 能 存在 . 事实 上 , 甚至 当 被 积 函 数 是 无 界 的 时 候 ， 
反常 积分 也 可 能 存在 ， 正 如 积分 


/ ou cos{ut)du 
0 
所 表明 的 那样 ， 当 妈 = nr 时 ， 即 当 w= 7 时 (n 一 0,1,2,…)， 


被 积 函数 变 成 2Yn7cosnn = 土 2 YnT, 于 是 被 积 函 数 是 无 界 的 。 然 
而 ， 经 过 置换 刀 = z, 积分 化 为 


广 cos(22)de, 
0 
这 个 刚刚 证 明 过 的 积分 ， 是 收敛 的 . 


借助 于 变量 置换 ， 反 常 积分 常常 可 以 转化 为 正常 积分 ， 例 如 ， 
经 过 置换 > = sint 有 
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反 过 来 ,连续 函 数 的 积分 也 可 以 转化 为 反常 积分 : 如 果 万 采用 的 公 
获 “= plz), 使 得 在 积分 区 间 的 端点 上 导数 w (z] = 0, 因 克 到 是 
无 限 的 ， 就 会 出 现 这 种 情况 . 


3.16 三角 函数 的 微分 方程 


a， 关于 微分 方程 的 初步 说 明 


积分 不 过 是 进入 一 个 极其 广泛 的 数学 领域 的 第 一 步 ， 我们 知 
道 ， 用 积分 可 以 进行 微分 的 逆 运 算 ， 即 由 方程 y = f(x) 解 出 = 
F(z), 其 中 f(z) 是 已 知 函 数 ， 但 是 现在 更 进一步 ， 要 求 在 满足 y 
和 之 交 更 为 一 般 的 关系 式 中 去 求 出 函数 3 = F(z). 这 样 的 “ 微 
分 方程 ” 不 仅 在 严格 的 理论 工作 中 , 而且 在 各 种 应 用 中 处 处 都 会 出 
现 ， 对 于 微分 方程 已 做 出 了 许多 深入 的 研究 ， 它 们 远 远 超出 了 本 书 
的 范围, 我 们 将 在 本 卷 最 后 和 第 二 着 中 介绍 微分 方程 理论 的 某 些 基 
本 方面 的 内 容 . 在 本 节 ， 我 们 仅 限 于 考虑 一 个 非常 简单 但 很 重要 的 
例子 ， 就 是 讨论 在 第 192 页 上 已 经 提 到 过 的 关于 函数 sinz 和 cosy 
的 微分 方程 . 

虽然 在 初等 三 角 学 中 , 我 们 是 从 几何 观点 得 到 这 些 函 数 以 及 它 
们 的 性 质 的， 但 是 现在 ,我 们 不 再 依靠 几 仔 直 现 ， 而 用 简单 的 方式 
把 三 角 范 数 置 于 一 个 严格 的 分 析 基础 之 上 , 这 同 前 面 所 说 的 数学 发 
展 的 一 般 趋势 是 一 致 的 . 


b. 由 微分 方程 和 初始 条 件 定义 的 sinz 和 cos m 
考虑 微分 方程 


十 全 一 由 


我 们 的 目标 是 要 刻画 出 解 x(z) 的 特性 ， 从 而 验证 这 些 解 就 是 正 艾 
函数 和 余弦 函数 ， 任 一 函数 习 = 下 (z), 如 果 满足 方程 ， 也 就 是 说 
有 F(z) + F(x) =0, 则 称 P(x) 为 该 方程 的 解 1)， 

了 当然 ， 我 们 总 是 认为 所 考虑 的 函 束 都 是 充 外 可 微 的 


我 们 立即 可 以 看 出 ,如果 翌 = (2) 是 解 ， 则 恩 数 二 一 开 (z 十 问 
也 是 解 ， 其 中 忆 是 任意 常数 ,这 一 点 通过 将 F(z + 站) 对 微分 两 次 
即 可 证 实 、 向 样 可 以 立即 看 出 ， 如 果 F(z) 是 解 ， 则 导数 F(z) = 
也 是 解 ， 当然 cF(z) 也 是 解 ， 其 中 <。 为 常数 因子 . 此 外 , 如果 而 (z) 
各 B(x) 都 是 解 ， 则 任 一 线性 组 合 ciFi(z) + cz2{z) = F(z) 也 是 
解 ， 其 中 cl 和 c2 都 是 常数 . 

为 了 从 微分 方程 的 许多 解 中 选 出 一 个 特定 的 解 ， 我 们 加 上 “ 初 
始 条 件 ”, 即 要 求 当 z = 0 时 = F(0) 和 = 下 (0) 分 别 取 值 a 和 
现价。 这 条 人 直人 

为 了 证 明 ， 我 们 来 推出 一 个 任何 解 & 都 应 满足 的 一 般 式 子 . 将 
微分 方程 乘 以 2w', 由 于 2uw = (w2y 和 2u = (2) 我 们 得 到 方 
程 


0 = 22a + 2 wu = [(w)? + ee), 
这 个 方程 立即 可 以 积分 ， 并 且 是 
ut =e, 
其 中 e 是 不 依赖 于 z 的 常数 ， 所 以 “ 必须 与 左 端 取 z = 0 时 之 值 
相同 因此， 对 于 任何 解 u, 我 们 都 有 
ww2(0) +w2(0) = c， 

现在 ， 假 设 存在 着 满足 向 样 初始 条 件 的 两 个 解 和 uz， 那 
么 , 差 z= 一 uo 也 是 解 ， 并 且 z'(0) = z(0) = 0. 因此 我 们 推出 
c=0, 并 且 对 于 一 切 rz, 有 z2 +z2 = 0; 这 就 意味 着 z=0 和 z= 0， 
从 而 上 述 命题 得 证 . 
次 我 们 将 函数 sin z 和 cosz 定义 为 微分 方程 w(xz)+u(x) = 0 
的 解 ， 其 中 要 满足 的 初始 条 件 分 别 是 ， 对 于 % = sinz， 


u0)} =a=0, ww(0=b=1, 


而 对 于 WW = cos zz， 
u(0)=a=1, w(0)=68=0. 
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这 里 我 们 先 承 认 下 述 事实 : 这 样 的 解 存在 ,并且 总 是 任意 次 可 
微 的 ， 其 证 明 在 后 面 将 从 更 一 般 的 角度 给 出 ( 见 9.2 节 )?. 

这 时 ， 函 数 w = acosx 十 bsinz 是 满足 方程 w' 十 4 = 0 和 初始 
条 件 ， 当 z==0 时 4= 6,w 一 ”的 唯一 的 解 ， 这 就 证 明 上 述 徽 分 方 
程 的 每 一 个 解 都 是 cos xz 和 sinz 的 线性 组 合 、 

现在 我 们 来 用 微分 方程 w+ wu = 0 讨论 三 角 函 数 ， 例 如 函数 
4 二 sinz, 从 而 求 出 这 些 函 数 的 基本 性 质 ， 显 然 ， 如 果 * 是 解 ， 则 
4 三 也 是 解 。 wr 二 v=0., 由 于 迪 +& = 由 十 & 一 人 所 以 我 们 有 
uv(0) = -wo) =0, 而 v(0) = w(0) = 工 因此 


v(x) = cosz = di 


dz 


类 似 地 ， 我 们 可 以 推出 -全 cosz = 一 sinz. 
我 们 知道 加 法 定理 


cos(z +Y) = CosTcosy — sinz siny 


在 三 角 学 中 处 于 中 心 位 置 . 现在 , 这 个 定理 可 按 上 述 方法 直接 推出 : 
首先 , 函数 cos(z-+9) 作为 > 的 函数 (其 中 gy 暂且 固定 不 变 ) 是 微分 方 
程 w'+u = 0 的 解 , 它 满足 在 x = 0 时 的 初始 条 件 4(0) = cosy(= 0%) 
和 wv(0) = -sing= 总. 现在 ， 正 如 刚刚 证 明 过 的 那样 ， 满 足 初始 
条 件 x(0) =a 和 w(0) =6 的 解 (根据 前 面 的 命题 可 知 ， 为 唯一 解 } 
是 acosxw 十 bsinzx. 因此 ， 对 于 解 cos(z + 切 , 立即 得 到 表达 式 


cos(z +Y) = coszeosy — sinz siny, 


这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
本 节 的 这 些 讨论 足以 说 明 怎样 才能 以 纯 分 析 的 方式 与 几何 无 
关 地 引入 三 角 函 数 . 
1 顺便 指出 ， 我 们 可 以 真 接 从 方程 w? 十 人 一 挫 册 这 此 事实 ， 这 个 方程 对 于 
sinz 以 及 cosz 都 成 立 ， 而 且 由 其 等 价 的 形式 7 二 有 经 过 积分 即 可 得 到 
sinw 和 cosz 的 反 丽 数 . 
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我 们 模 出 下列 结果 而 不 进行 详细 讨论 : 

数 pi 现在 可 以 定义 为 满足 csz 二 0 的 最 小 的 正 > 值 ; 

三 角 范 数 的 周期 性 也 是 不 难 由 分 析 方法 导出 的 . 

以 后 我 们 在 研究 无 穷 桶 级 数 时 还 要 来 考虑 三 角 函 数 的 分 析 结 
构 ( 见 5.5 节 b) 


问 题 
3.1 节 ， 第 227 页 


1. 设 Pfz)= 一 ao 十 ax 十 aor2 十 …- 十 anzn. 
(al 试 由 下 列 方程 确定 多 项 式 F(z)] : 
Flz) — F(z) = Ptzji 
{b) 试 由 下 列 方程 确定 F(z); 
coFlr) + oF (Tr) + crF"(r) = Plz). 
2 试 条 二 在 点 = = 2 的 n 脐 导数 的 绝对 信 当 n+ oo 时 的 极 
限 . 
3， 试 正 女 ， 如 果 对 于 一 切 w 有 At 人 zj = 0. 则 了 是 一 个 次 数 
最 高 为 n 一 1 的 多 项 式 ， 反 之 亦 然 ， 
4 试 确定 有 理 画 数 r(z) 的 形式 ， 如 果 r[z) 满足 
rifz) 
i 
5 试用 数学 归纳 法 证 明 ， 乘积 的 n 阶 导 数 可 按 下 列 法 则 ( 莱 布 
尼 强 法 则 ) 求 得 : 
ad” dg ny df dg n\ df dg 
a Df (9) dr det +(3) da de + 


nl 全 
+( n )4 fd Ef 


ni dri dr dr 
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这 里 (1) 一 (2) = 2@ 二 ,等 等 表示 一 项 式 系数 


nl 
6. 试 证 明 ， Divi! = 这 


i=L 
3.2 节 ， 第 233 页 
1 设 y= er(asinz 十 bcosz). 斌 证明 ， 多 可 以 表示 为 y 和 入 
的 线性 组 合 ， 即 
Y= PY 十 9 
其 中 p 和 4 是 常数 . 试 将 一 切 高 阶 导数 表示 为 y 和 ?的 线性 组 合 . 


*2, 试 求 are sinz 的 nn 阶 导数 在 zx = 0 之 值 , 然后 求 (arc sinz)? 
的 阶 导 数 在 z=0 之 值 . 


3.3 节 ， 第 244 页 


1. 试 求 flgfh(z)]] 的 二 阶 导数 
2、 试 微分 函数 ogoke) a(z)[ 即 以 wz) 为 底 的 wlz) 的 对 数 ; 
wz) > 0). 


3. 为 了 使 函数 
az+i+8 


Vi i Te 
处 处 具有 有 限 的 且 不 为 零 的 导数 ,试问 系数 a,8,0,b,c 必须 满足 怎 
样 的 条 件 ? , 
4 试 证 明 ， 人 和 
式 ， 试 建立 递 推 关系 式 


= un(z)e” /2, 其 中 wn(z) 是 n 次 多 项 


Untl = Pun + Un. 


*5. 试 将 菜 布 尼 效 法 则 应 用 于 


Ee = eer, 


导出 递 推 关系 式 


Untl = 全 Un 十 Rn 一 IT 


*6. 试 将 闪 题 4 和 5 的 递 推 关 系 式 合并 起 来 ， 导 出 un(z) 满足 
的 微分 方程 - 


2 十 Uh 一 ?Tar 一 由 


7. 试 求 微分 方程 w + ea 一 ram = 0 的 多 项 式 的 解 


an[z) 一 ZT 十 alzn 十 -十 an 


48 如果 忆 (e) = 光 车 (oz - 0", 试 证 明 下 列 关系 式 
mn Car 
,py + 二 2 
(2) Fn = 2 Pt Pr Pp 
(b) Parr = xP + In +1}Pn, 
(0 Et DP -nt DP, = 
9. 试 求 微分 方程 
ad 2 
DP- nt dP, -0 
的 多 项 式 的 解 
ny 
P= 了 Ea 
1 一 加 、 1 dr 
10， 试 利用 二 项 式 定理 确定 多 项 式 Plz) = 了 Te2 一 


1™. 


0 


3.4 节 ， 第 250 页 
1. 设 榴 数 fiz) 满足 方程 
flz + = zj) 


(a) 试 证 明 : 如 果 f(z) 是 可 微 的 , 则 或 者 f(z) 三 0, 或 者 f(z) = 


am 


*(b) 如 果 f(x) 是 连续 的 ， 则 或 者 f(z) = 0, 或 者 f(z) = 
2. 如 果 可 微 函 数 f(z) 满足 方程 


e 


flzy) = fr) + FO), 


则 flr) = a log 2. 
3. 试 证 明 ， 如 果 fz) 是 连续 的 ， 并 且 


/90= fa 


则 ftz) 二 等于 零 . 
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3.5 节 ， 第 256 页 
1 试 证 明 公式 


sinh a + sinh b = 2sinh (二 ) cosh (< . 

并 求 对 于 sinh a 一 sinh 8,cosh a 十 cosh 5,cosh a 一 cosh 8 的 类 做 的 
公式 . 

2. 试 通过 tanh ec 和 ranh 5 来 表示 tan h (a+ 总 ; 通过 coth e 和 
coth 5 来 表示 coth (ec 土 上 ; 通过 cosh a 来 表示 sinh 了 和 cosh 二 oa. 

3. 试 微分 

a) cosh £ + sinh ai (bj em zteot 7, 

{c) log sinh (x + cosh2z); [dq) ar cosh x + ar sinh si 

[e) ar sinh (acosh 1); 

全 ar th ( TS . 

4 试 计算 由 其 链 线 y = coshz, 直线 z+ =a 和 zx 一 5 以 及 fT 轴 
围 成 的 面积 . 
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1， 域 确定 x + 3pr + g 的 最 大 值 、 最 小 值 和 拐点 ， 并 讨论 
到 + 3pz+4 之 根 的 性 质 . 

2， 给 定 挑 物 线 y= 2pxtp > 四 , 以 及 抛物 线 内 侧 (92 < 2p6) 
的 一 点 Plz = 63 = 及, 试 求 从 点 到 挑 物 线 上 的 一 点 Q. 再 到 抛 
移 线 的 祭 点 F(z = 3 一 0) 的 最 短路 径 (由 二 直线 段 组 成 ). 试 
证 明 ， 该 朋 FQP 被 抛物 线 法 线 二 等 分 ， 且 QP 平行 于 抛物 线 的 轴 
(抛物 镜 原 理 ). 

3. 斌 证明; 在 具有 给 定 底 边 和 给 定 顶 角 的 一 切 三 角形 中 , 等 腰 
三 角形 面积 最 大 , 

4. 试 证 明 : 在 具有 给 定 底 边 和 给 定 百 积 的 一 切 三 角形 中 。 等 腰 
三 角形 顶 角 最 大 . 
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*5. 斌 证明， 在 具有 给 定 面积 的 一 切 三 角形 中 ， 等 边 三 角形 局 
*6. 斌 证明， 在 具有 给 定 周 长 的 一 切 三 角形 中 ， 等 边 三 角形 面 


*7, 试 证 明 : 在 圆 的 一 切 内 接 三 角形 中 , 等 边 三 角形 面积 最 大 . 
8. 试 证 明 ， 如 果 p> lz>0 则 zz 一 1>pz-1). 


SiD 和 


9 试 证 明 不 等 式 1 > 加 二 > 二 ,其 中 0< ec 全 
10. 试 证 明 ，(ajranz > x, 其 中 0<z< 到 作 )cosr > 1 一 二. 
11. 给 定 oa > 0,az > 0,-…,an > 0, 当 z > 0 时 ， 斌 确定 
1 十 2 十 … 十 Gn 1 十 区 
BiG2 a 
的 极 小 值 ， 利 用 这 个 结果 ， 由 数学 归纳 法 证 明 (参见 第 121 页 ， 问 
题 13) 


> 


Wa or < ee 
12. 绘 定 人 % 个 固定 的 数 oa an 试 确定 =， 


(a) 使 得 > ,tai - zj” 为 最 小 ; 


(bh) 使 得 ylas -zl 为 最 小 


z= 
*(c) 使 得 》 和 ai 一 x| 为 最 小 ， 其 中 入 > 0 
i=1 
13. 试 描绘 函数 
y= {72,0) =1 


的 图 形 : 证 明 这 个 机 数 在 > = 0 你 是 连续 的 .这 个 函数 是 否 具有 最 
大 值 、 基 小 值 或 抛 点 ? 
14. 对 于 一 切 正 的 x, 试 求 满足 


1 Na+e 
f 十 =) >e 
T 


.$58 . 


家 十 了 T 
的 最 小 的 a 值 ， (提示 ， 已 知 人 +) 单调 碱 少 ， G+) 
单调 赠 加 ， 当 一 +oo 时 都 趋向 于 极限 e.) 
*#15，(a) 试 求 与 三 角 姑 三 边 的 距离 之 和 为 最 小 的 点 . 
(b) 试 求 与 三 角形 三 个 顶点 的 距离 之 和 为 最 小 的 点 . 
16. 试 证 明 下 列 不 等 式 : 
(a) e > I pe 
(b) e* >1+log(i1+#),r > 0; 
{c) ez >1+(1+2)log(l+2),r > 0. 
17. 假设 在 (0,85) 上 f"(zx) < 0, 试 证明 ， 
(a) 在 区 间 (a,b) 内 ， 函 数 图 形 的 每 一 段 引 都 位 于 连接 其 端点 
的 弦 线 的 上 方 . 
(b) 在 这 间 (a,5) 内 ， 函 数 图 形 位 于 任 一 点 的 切线 的 下 方 . 
18. 设 函 数 f(z) 在 (a,6) 内 具有 二 阶 导数 . 
(a) 试 证 明 ， 问 题 17 的 条 件 (a) 或 (b) 对 于 f"(z) < 0 是 充分 
的 ; 
(b) 试 证 明 ， 对 于 (a,8) 中 的 一 切 z 和 vy, 条件 
出 
/( 革 站 > ft }+ 1 


对 于 f"(z) < 0 是 充分 的 . 
*19. 设 a,5 是 两 个 正 数 ，p 和 9 是 不 等 于 零 的 任何 数 且 P < gq. 
试 证 明 ， 对 于 区 间 0 < 9 < 1 中 的 一 切 96 值 ， 有 
[Boar + (1 — Or? 
[Bar + (1 — Bb) 一 
这 是 詹 森 (Jensen) 不 等 式 ， 它 表明 两 个 正 数 a,b 的 p 次 宕 平均 
[ger + (1 一 9)zz]Y? 均 是 2 的 增加 函数 . ] 
20. 试 证 明 ， 在 上 面 的 不 等 式 中 ， 当 且 仅 当 ec = 6 时 ， 等 号 成 


立 . 
21, 试 证 明 ， lim [gap + (1 ~ 0)5P]1/? = aeb!™®. 
PS 


22, 如 果 将 ob 的 零 竺 平均 定义 为 epi-?, 试 证 明 ， 往 森 不 等 
式 适 用 于 这 种 情况 ， 并 且 有 (天 六 ogpl-e 之 Ba? + (1 一 引 br]/s， 
当 g $9 时 当 g=1 时 ，asb3 < ga il 一 6)b 

23. 斌 证明 :不 要 根据 篇 森 不 等 式 ) 不 等 式 


ab e < ba + (1 — Ab, 


其 中 a.5 > 0,0 < 8 < 并 证 朋 仅 当 a = 5 时 等 式 成 立 ， [这 个 不 
等 式 说 明 ， {6,1 一 9) 儿 何 平均 值 小 于 相应 的 算术 平均 值 . ] 
“24. 设 了 在 ta, 下 上 是 连续 的 和 正和 的， M 表示 其 最 大 信 . 试 


证 明 : 
[i 
M = lim, Y 了 [Farde- 
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1. 设 f(z) 是 连续 闻 数 ， 且 当 x = 0 时 f(z) 及 其 一 阶 导 数 均 
为 替 ， 试 证 明 ， 当 2 下 0 时 ， flzx) 是 比 z 更 高 阶 的 无 穷 小 . 
2. 试 证 明 : 
f(z) = Goz 十 QT 十 十 an _ 
’ bor™ + rm-t+ .+t bn 
其 中 ao, 如 关 0, 当 zw 一 020 时， 与 xz"m 具有 相间 的 量 阶 . 
*3. 试 证明: 2 不 是 有 理 函 数 . 
44. 试 证 明 :， ?不 能 满足 以 « 的 多 项 式 为 系数 的 代数 方程 . 
5- 如 果 当 = 一 oo 时 正信 函数 f(z) 的 量 阶 高 于 =” 的 量 阶 ， 
或 与 z" 的 量 阶 相 局 ， 或 低 于 z” 的 量 阶 ， 试 证 明 : / fltydt 的 
量 阶 相应 地 高 于 x”"+! 的 量 阶 ， 与 2”*! 的 量 阶 相 疝 、 识 低 于 zf 
的 量 阶 ， 本 
6. 斌 比较 当 = 一 oo 时 上 了 De 相对 于 下 列 fz) 的 量 阶 ; 
fa) < (bj esi [ec) ze fd) logr. 
.360 
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1 1 1 


人 试 求 o 一 二 FT 了 + RATE+ 十 丽 当 ”oo 时 的 极 
限 . 
*2. 试 求 
br 1 
Vni-0 vni—l m2 一 和 Vi 一 外 一 ]2 
的 极限 


*3. 如 果 a 是 任何 大 于 一 1 的 实数 ， 试 求 
,1+2°+3° 十:… 十 0 
lm 一 一 一 一 一 一 . 


oo notl 
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1 试 证 明 ， 对 于 一 切 奇 正 数 6, 则 积分 f eznds 可 以 通过 
初等 函数 来 计算 . 
2. 试 应 明 ， 如果 是 偶数 ， 风 积分 了 -a"dz 可 以 通过 初等 


函数 和 积分 f edz 来 计算 (对 于 f cdz, 已 编制 成 表 ). 
3. 试 证 角 : 


f 矿 /对 du = f ”fe — wdu. 


*4. 问题 3 给 出 二 重 迭 次 积分 的 公式 ， 试 证 明 f(z) 的 n 重 先 
次 积分 由 下 列 公式 给 出 : 


证 未 / ”Fa om-lau 


5 试 证 明 ， 对 于 二 项 式 系数 ( & ), 有 关系 式 


人 = ery f 0 
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6. 试 求 对 于 


/om +b)dr 
的 递 推 关系 式 ， 并 利用 这 个 关系 式 来 积分 
f =e + 1)tdz. 
、 1 dr 
*7, 设 Pn(z) 二 Pr ger — 1)"; 
全 试 证明， /P(e)Panlo)de =0, 如 果 呈 关 而 
、 + 2 
9) 试 下 明太 Po)de = 二 工 


(c) 试 证 明 ， fi zmP(z)dzr =0, 如 果 m 之 n; 
Ch oj 

3.12 节 ， 第 317 页 
+1. 计算 积分 


dz 
/ 26 十 1 
2. 试 利用 部 分 分 式 展开 来 证 明 牛 顿 公式 


oo . ak _19 当 k = 0,1 2 省 一 2 时 ， 
lo) + laa) tt en) { 1 当 二 nn 一 1 时 ， 
其 中 g(z) 是 形 为 z"+aaz" 1 二 … 的 多 项 式 ,具有 不 同 的 根 4，…… ,Qan- 
3.14 节 , 第 334 页 


1. 试 证 明 : 经 过 置换 x = (at 十 A)/Qt+ 介 ,a6 78 天 0 积分 


i 一 
/ Vaz4 十 bz5 十 cz 十 dz 十 e 
变 为 同类 型 的 积分 ， 并 证 明 ， 如 果 四 次 式 


az4 十 bxz3 +cz2 二 dz 二 e 


没有 相 重 的 因 式 ， 则 替换 后 新 的 上 的 四 次 式 也 没有 相 重 的 因 式 ， 试 
证 明 ， 对 于 


f me， Va Te om td re)de 
也 有 同样 的 情况 ， 其 中 RR 表示 有 理 孙 数 . 
2. 函数 


-| A yi- /1 2 Sin? 
称 为 第 一 类 炳 图 积分 . 


(a) 斌 证 明 vw 是 连续 的 、 递 增 的 ， 因 而 具有 连续 的 反 函数 . 
(b) 设 am (z) 表示 p(x) 的 反 函 数 . 试 证 明 : sn(z) = sinfam(z)]， 
其 中 sn (zx) 按 第 320 页 脚注 2 来 定义 . 
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1 gin? 局 人 上 | dz 不 存在 ， 


?2 试 正明 ， am 人 IT 
3. 试 间 对 于 怎样 的 。 值 下 列 积分 古 收 伍 的 ? 


© de Q 


2 sint 
4 了 4 由 是 奋 收 全 ? 


(a) 如 果 a 是 固定 的 正 数 ， 试 证 明 : 


有 hh 
人 re 


(b) 如 果 f(x) 在 区 间 -1 < x < 1 上 是 连续 的 ， 试 证 明 : 


fh 
到 全 =f). 


a 
+6. 试 证 明 ， Jim </ ef dt = 
Je 大 


7. 假设 lal| 关 地 |, 试 证 明 : 


T 


1 
im 人 sin azsin Brdzx = 0. 


™ f(r) 


全 如 果 对 于 任何 正 的 值 w 人 se 收 敏 并 且 当 = -0 
1 /lBz) 


时 J(z) 欧 向 于 极 恨 , 试 证 明 对 于 正 的 < 和 4, /9 人 ae 


收 语 ， 并 且 具 有 值 Llog 二 
9 参考 阿 题 8 试 话 明 : 


oo oar ee 8 
(a) f[ 上 


加 广 cosoz 一 cos82 和 一 8 


log 坊 
T 


*10。 帮 果 对 于 任何 正 的 值 a。 和 sf 了 加 we 收 竹 ， 并且 当 

co 时 ji 欧 向 于 要 最 天, 当 = -0 时 Ha) 趋向 于 模 限 二 二 
证 明 ， _ 

f 了 om 一 Am (LM)log 2. 

0 z [3 
1, 试 求 代 玛 函数 的 下 列表 达 式 ， 

= ”> 2n lp 
IT{n} 2f ba dy, 


了 (mn] = 了 (lo i) dx. 
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1. 试 求 sin{z + 人 切 的 加 法 公式 
2. 不 用 加 法 公式 ， 试 证 明 cos zx 是 偶 函 数 ， sinz 是 奇 函 数 . 
3. “(a) 对 于 某 一 正 的 , 试 证 明 : 当 0<z<h 时 ，cesz < 
(b) 如 果 当 0< z<2"z 时 cosz > 0, 斌 证明: 

cos(2"+1z] < 2n(cosz 一 了 十 | 
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te) 结合 (a) 和 fp) 的 绪 果 ， 试 证 明 ; cos z 具有 零点 . 
4. 设 " 是 cosz 的 最 小 的 正 零点 。 试 证 明 : 
sin(z + 4a) = sinz， 
cos{ 工 十 4a) = cosz. 
5. 试 补充 下 面 关 于 cosz 具有 零点 的 间接 证 明 的 各 步 : 
人 a] 如 果 cosz 没有 零点 ， 则 当 x 之 0 时 sinz 是 单调 增加 的 ; 
fb) 函数 sinz 和 cosz. 上 有 界 和 下 有 界 ; 
(e) 当 zx 趋向 于 无 穷 大 时 sinz 的 极限 存在 并 且 是 正 的 ; 
td) 方程 。 
Cos 了 一 工 -/ sintdt 
成 立 ， 与 [b) 相 矛 盾 . 
杂 题 


1. 斌 证明: 


全 -loga = 全 ( 芭 -1) (过 - 引 … 
i 
其 中 t= iogz. 这 里 ， 我 们 使 用 记号 
(ED Pa 


其 中 史 是 上 的 任 一 函数 ， 大 是 常数 . 

2. 光滑 封闭 曲线 C 称 为 凸 的 ， 如 果 它 整个 位 于 每 一 条 切线 的 
同一 侧 ， 试 证 明 , 对 于 外 切 于 C 的 面积 最 小 的 三 角形 ， 它 的 每 一 边 
都 在 其 中 点 与 C 丰 切 . 
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